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Introduction

L’objectif de ce Travail Encadré de Recherche est d’illustrer des applications de cer-
tains outils comme les représentations et les algébres de Lie dans le cas d’un groupe trés
simple : SU3(C) (que nous noterons par la suite seulement SUs, puisqu’il n’y aura pas
d’ambiguité), qui a la particularité d’étre un groupe compact. Nous verrons principale-
ment deux applications de ces outils.

La premiére application concernera certaines fonctions spéciales particuliéres qui sont
les polynomes de Jacobi. Ils forment une famille de polyndémes orthogonaux et 1’essentiel
de cette partie consistera a retrouver, grace aux représentations de SUs, les relations d’or-
thogonalité entre ces polynémes. La deuxiéme application est liée & I’analyse harmonique
et aux équations aux dérivées partielles. Il s’agira de résoudre, sous une certaine forme,
I’équation de la chaleur sur le groupe SUs. Nous utiliserons la décomposition de fonctions
sur SUs en série de Fourier, ce qui nécessite 14 encore de connaitre les représentations de
ce groupe.

Pour cela, il faudra bien entendu donner tout d’abord les outils que nous allons
utiliser. Cela commencera évidemment par un certain nombre de définitions (concernant
la mesure de Haar, les algébres de Lie, et les représentations), puis par plusieurs théorémes
trés importants : Schur, Peter-Weyl, Plancherel... Une longue partie sera ensuite consacrée
a la recherche des représentations irréductibles de SUs, et enfin nous pourrons passer aux
deux applications détaillées précédemment.
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1 Généralités
1.1 Mesure de Haar

On va dans cette partie définir dans un groupe localement compact la notion de
mesure invariante a gauche, que l'on appellera ensuite mesure de Haar. On donnera
également un théoréme général d’existence d’une telle mesure.

1.1.1 Définition et expression pour un groupe fini

Définition 1.1. Soit G un groupe topologique localement compact. Une mesure positive
w est dite invariante a gauche si, pour tout g € G et pour toute f € Co(G) (espace des
fonctions continues sur G et de support compact),

/G Flgz)u(dz) = /G F(@)u(de).

C’est équivalent & dire que, pour tout E, sous-ensemble mesurable de G, et pour tout
g€G,
n(gE) = p(E).

Définition 1.2. Une mesure invariante & gauche sur un groupe localement compact est
appelée mesure de Haar o gauche.

On verra par la suite qu’une telle mesure existe toujours, mais intéressons-nous pour
Iinstant a cette mesure dans un cas particulierement simple qui est celui des groupes
finis.

Soit G un groupe fini. Pour définir une mesure sur G, il suffit de la définir sur {g},
pour tout g € G. Soit u une mesure sur G. Si y est invariante a gauche, on a, pour tout
g €@,

n(gie}) = n({e}),

ou e est ’élément neutre de G, i.e.

n({g}) = p{e}).

La mesure p est donc entiérement déterminée par la valeur de pu({e}). De plus, récipro-
quement, une mesure qui vérifie cela est clairement invariante & gauche. En effet, pour
tous ¢,91,...,9n € G, avec g1,..., g, deux a deux distincts,

1(g{g1, - gn}) = (U{99¢}> = ZN({QQ@‘}) =nu({e}) = p({g1.- . gn})-

Les mesures non nulles invariantes & gauche sur un groupe fini sont donc égales & un
facteur strictement positif pres, qui dépend du choix de la mesure de {e}. On va voir



que cette égalité a un facteur prés est valable sur tout groupe localement compact. Par
contre, la mesure n’est pas forcément déterminée par le choix de la mesure de {e} mais
plutot par celle de G puisque, si la mesure est bornée et le groupe infini, la mesure de
{e} est alors nécessairement nulle.

1.1.2 Théoréme général d’existence

Théoréme 1.1. Soit G un groupe localement compact. Alors, il existe une mesure non
nulle invariante & gauche. De plus, elle est unique & un facteur multiplicatif strictement
positif pres.

On ne démontrera pas ce théoréme, que nous n’utiliserons d’ailleurs pas. En effet,
la mesure de Haar qui va nous intéresser est celle sur SUs, dont on peut obtenir une
expression. Nous n’aurons dounc pas besoin de ce théoréme trés général d’existence, dont
une démonstration dans le cas d’un groupe de Lie linéaire peut étre trouvée dans le livre
de Faraut [2], pages 91 a 93. Pour une démonstration dans le cas d'un groupe compact,
on pourra se reporter au livre de Mneimné et Testard [4]§ 3.6

1.2 Algébre de Lie d’un sous-groupe fermé de GL,(R)

Définition 1.3. — Un groupe de Lie linéaire est un sous-groupe fermé d’un groupe
linéaire de la forme GLp(R) pour n entier naturel.
— Soit G un groupe de Lie linéaire. On lui associe son algébre de Lie, qui est ’'ensemble

g={X € M,(R)/Vt € R,exp(tX) € G}.

Remarque : Un sous-groupe fermé de GL,,(C) est un groupe de Lie linéaire car GL,(C)
peut-étre vu comme un sous-groupe fermé de GLo,(R). En effet, le C-espace vecto-
riel C™ est un R-espace vectoriel de dimension 2n : si (eg,...,e,) est une base de C",
(e1,i€1,...,€en,ie,) est une base de C™ comme R-espace vectoriel. Alors, & une matrice
de GL,(C), qui correspond a un C-automorphisme de C”, on peut associer la matrice
de cet automorphisme dans la base précédente de C” comme R-espace vectoriel, qui sera
dans G Loy, (R). De plus, cette injection de GL,,(C) dans G Loy, (R) réalise GL,,(C) comme
un sous-groupe fermé de G Lo, (R).

L’algébre de Lie d’'un groupe de Lie linéaire posséde les propriétés données dans le
théoréme suivant :

Théoréme 1.2. L’ensemble g est un sous-espace vectoriel réel de M,(R) et, pour tous
X, Yeg ona[X,Y]=XY -YX €g.



Démonstration. On ne la fera pas ici, elle peut étre trouvée dans le livre de Faraut [2],
page 41. O

Plus généralement, une algébre de Lie est un espace vectoriel sur R (on parle alors
d’algebre de Lie réelle) ou sur C (complexe dans ce cas), muni d’une application bili-
néaire :

gxg —49
(X,Y) — [X,Y]

antisymeétrique et telle que
VXY, Z eg,[X,[Y,Z]] = [[X,Y], Z] + [V, X, Z]].

Cette relation est appelée 'identité de Jacobi.

Exemples :
— L’espace vectoriel M, (R) muni de (X,Y) — [X,Y] = XY — Y X est une algébre
de Lie. Cet espace est alors noté gl,(R).
— Si G est un groupe de Lie linéaire (donc sous-groupe fermé de GL,(R)), alors
Pensemble g défini précédemment est une sous-algébre de Lie de M, (R).
— L’algebre de Lie de GL,,(R) est M, (R).
— L’algebre de Lie de SL,(C) est sl,,(C) = {X € M,(C)/tr(X) = 0}.

Démontrons ceci :
X €sl,(C) & VteR, det(exp(tX)) =1

S VteR,ettrX) =1
< tr(X)=0

D’ou lexpression annoncée pour sl,(C).
L’algébre de Lie de SUs est sus = {X € Ma(C)/'X + X = Oet tr(X) = 0} =

ia b+ic|
()

1.3 Représentations

On va maintenant pouvoir définir la notion de représentation d’un groupe topologique,
ainsi que celle de représentation d’'une algébre de Lie. On fera ensuite le lien entre les
deux grace & la notion de représentation dérivée, qui nous sera trés utile lorsque nous
nous intéresserons aux représentations irréductibles de SUs.



1.3.1 Premiéres définitions sur les représentations

Définition 1.4. — Soient G un groupe topologique et V un espace vectoriel de dimen-
ston finie sur R ou C. Une représentation de G dans V' est un morphisme continu
de groupes

m: G — GL(V).

— Un sous-espace vectoriel W de V est dit invariant si, pour tout g € G, 7(g)W =W.
Dans ce cas, g — w(g)|w est une représentation de G dans W. On dit que c’est
une sous-représentation de .

— La représentation m est dite irréductible si ses seuls sous-espaces invariants sont
{0} et V.

— Soient m et my deux représentations de G respectivement dans Vi et V. On dit
qu’un morphisme d’espaces vectoriels A : Vi — Vo est un opérateur d’entrelace-
ment, ou morphisme de représentations (on dit aussi que A entrelace les représen-
tations m et wy) lorsque

Vg € G, Ami(g) = m2(g)A.

Quand 1l existe un isomorphisme vérifiant cela, les représentations m et wo sont
dites équivalentes.

On parlera aussi dans la suite d’autres objets provenant d’une représentation : les
coeflicients matriciels. Ceux des représentations de SUs nous permettront plus tard de
faire apparaitre les polynémes de Jacobi.

Définition 1.5. — Soit m une représentation d’un groupe G dans un espace vectoriel
de dimension finie V. Soit (e1,...,e,) une base de V. Alors, pour tout g € G,
Uapplication linéaire m(g) posséde une matrice (m; j(9))1<i,j<n dans cette base, c’est-
a-dire que, pour tout j € {1,...,n},

m(g)e; = > mij(g)ei.
=1

Pour tout (i,j) € {1,...,n}?, m ; est une fonction définie sur G et a valeurs dans
R ou C, selon si V est un espace vectoriel réel ou compleze. Les m; ; sont appelés
les coefficients matriciels (relativement & la base (e1,...,e,)) de la représentation
.

- Sil e V¥ etv € V, on appelle également coefficient matriciel (généralisé) la
fonction

g — Ur(g)v).

Cette fonction est une combinaison linéaire des m; ;, et ce quelle que soit la base
(e1,...,en) choisie.

Nous allons donner une derniére définition dans ce paragraphe : celle d’une représen-
tation unitaire.



Définition 1.6. Soient G un groupe et V. un C-espace vectoriel de dimension finie muni
d’un produit hermitien (.,.). Une représentation m de G sur V est dite unitaire si, pour
tout g € G, w(g) est un opérateur unitaire sur V, c’est-a-dire si

Vu,w e V,¥g € G, (r(g)v, m(g)w) = (v, w).

Remarque : Reprenons les notations de la définition. Soit de plus (eq, ..., e,) une base
orthonormale de V. Notons (Wi,j)z‘,je{l,...,n} les coefficients matriciels de 7 dans cette base.
Alors, 7 est unitaire si seulement si la matrice (7;;(9)); jef1,....,n} €St unitaire pour tout
g € G, cest-a-dire si et seulement si, pour tout g € G, pour tout (i,5) € {1,...,n},
mig(9) = mi(g™).

En effet, la premiére équivalence est triviale car (7 5); jeq1,....n) st la matrice de m(g) dans
la base (eq,...,ep), qui est orthonormale. La seconde équivalence est due au fait qu’'une
matrice A est unitaire si A™! = A et que, pour tout g € G, 7(g)"! = w(g™'), ce qui se
traduit par la méme égalité au niveau des matrices associées dans la base (eg, ..., e,).

1.3.2 Représentation dérivée

Définition 1.7. Une représentation d’une algébre de Lie g dans un espace vectoriel V
est une application linéaire p : g — End(V') qui est un morphisme d’algébre de Lie,
c’est-a-dire que

VXY € g,p([X,Y]) = [p(X), p(Y)] = p(X)p(Y) — p(Y)p(X).

Remarque : on peut énoncer une définition de 1’équivalence entre deux représentations
d’une algébre de Lie tout a fait analogue a celle énoncée pour deux représentations d’un
groupe topologique.

Voyons a présent comment on peut passer d’une représentation d’'un groupe de Lie
linéaire & une représentation de son algébre de Lie, ce qui nous sera trés utile au moment
de déterminer toutes les représentations irréductibles de SU;. Cela nécessite tout d’abord
un résultat sur les sous-groupes a un paramétre d’un groupe topologique.

Définition 1.8. Soit G un groupe topologique. Un sous-groupe o un paramétre de G est
un morphisme continu de groupes :

v: (R, +) — G.

Théoréme 1.3. Soit v un sous-groupe & un paramétre de GL,(R). Alors, 7y est de classe
C>® et
Vt € R,y(t) = exp(tA)

ot A =1+/(0).



Démonstration. On ne la fera pas ici, elle peut étre trouvée dans le livre de Faraut [2],
page 40. O

On peut maintenant introduire la notion de représentation dérivée. Soient G un
groupe de Lie linéaire d’algébre de Lie g et V' un espace vectoriel de dimension finie.
Soit 7 une représentation continue de G dans V.

Alors, pour tout X € g, yx : t — mw(exp(tX)) est un sous-groupe & un paramétre de
GL(V), et donc dérivable d’apres le théoréme précédent.

Définition 1.9. On pose
dr: g — End(V)
X +—~%(0)
La représentation dm (nous allons montrer que c’en est une) est appelée la représentation
dérivée de .

Montrons que dm est une représentation de g dans V :
Par le théoréme énoncé sur les sous-groupes & un parameétre, on a,

VX € g, m(exp(X)) = exp(dn(X)).

D’apres la définition de dm, on a, pour tous t € R, X € g, dn(tX) = tdw(X).
De plus, on a, d’apres le corollaire 11-2.4 de Faraut [2],

m(expt(X +Y)) = klggo (7r <exp tlf) 7r (eXp t:))k

i (e 47X) | dr(tY) k
T b \ TP Ty P

= exp(dn(tX) + dn(tY))
= exp(tdn(X) + tdw(Y"))

Ce qui donne, en dérivant en t =0 :
dr(X +Y)=dn(X)+dr(Y).

Enfin,
m(exp(tgYg ")) = w(g)m(exptY)m(g~").

D’ot, en dérivant en t =0 :
dr(gYg™") = m(g)dn(Y)m(g™").
Et, en posant g = exp sX et en dérivant en s =0 :
dr([X,Y]) =dn(X)dn(Y) — dn(Y)dn(X).

Ainsi, dm est bien un morphisme d’algébres de Lie, et donc une représentation.



1.3.3 Lemme de Schur

Nous allons a présent citer un résultat qui est assez rapide a obtenir et qui nous
permettra de démontrer, au paragraphe suivant, les relations d’orthogonalité de Schur.

Théoréme 1.4. (Lemme de Schur)

(1) Soient w1 et wo deux représentations irréductibles d’un groupe topologique G respecti-
vement dans Vi et Vo, deuz espaces vectoriels de dimension finie. Soit A : Vi — V5 une
application linéaire qui entrelace les représentations wy et mo, c’est-a-dire que

Vg € G, Amy(g) = m2(g)A.

Alors, A =0 ou est un isomorphisme.

(ii) Soit T une représentation irréductible C-linéaire d’un groupe topologique G dans un
espace vectoriel complere V de dimension finie. Soit A un endomorphisme de V qui
commute avec la représentation 7, c’est-a-dire que

Vg € G, An(g) = 7(g)A.

Alors, il existe A € C tel que A = N (ou I désigne lidentité de V).

Démonstration. (i) Soient g € G,z € ker(A). Alors,
A(mi(g)z) = m2(g)(Az) = m2(g)(0) = 0 (car m2(g) est un endomorphisme de V')

Donc 71 (g)z € ker(A), i.e. ker(A) est un sous-espace invariant de 7, qui est irréductible.
Ainsi, ker(A) = {0} ou V;.

De méme, on montre que Im(A) est un sous-espace invariant de 7o, et donc que

Im(A) = {0} ou Va.

On en déduit que A =0 ou A est un isomorphisme.

(ii) A posséde au moins une valeur propre complexe (son polynoéme caractéristique pos-
séde une racine sur C), notée . Alors, A — A\I n’est pas un isomorphisme. Or, A — A\
commute avec la représentation 7 (car c’est le cas pour A et pour I), donc, en appliquant
le (i), et comme A — AI n’est pas un isomorphisme, on a A — A\ =0, i.e. A= Al O

1.3.4 Relations d’orthogonalité de Schur

Nous allons a présent pouvoir énoncer, puis démontrer (4 ’aide du lemme de Schur)
les relations d’orthogonalité de Schur. Celles-ci nous seront utiles dans le paragraphe
faisant le lien entre les coefficients matriciels d’une certaine représentation et les poly-
noémes de Jacobi, afin de donner une preuve, issue de la théorie des représentations, de
Porthogonalité de cette famille de polynémes.



Théoréme 1.5. Soit m une représentation C-linéaire unitaire irréductible d’un groupe
compact G dans un espace hermitien H de dimension d. On note u la mesure de Haar
normalisée (i.e. telle que p(G) =1) de G. Alors, pour tous u,v € H,

| Koyl Butdg) = S hulPlol?

et, pour tous u,v,u’,v' € H,

1
| @yl G outdg) = b\ T
Démonstration. Soit v € H. On pose 'opérateur K, de H défini par :

K,: H —H
zu%/ww (9)0 u(dg)

Alors, K, commute avec la représentation w. En effet, pour tout w € H, pour tout
go € G7

Ainsi, d’aprés le lemme de Schur, il existe A(v) € C tel que K, = A(v)I (I désigne
l'identité de H). On a donc, pour tout u € H,

(Ky(u)lu) = </G<UI7T( Jo)ym(g)v p(dg)|u)
(m(g)vlu) p(dg)

f | n(dg)

(Ko (w)u) = Av){ulu) = A(v)||ul*.

En échangeant les roles de u et v (et grace a 'invariance de ), on obtient ainsi :

et, d’autre part,

Vu,v € H,Au)|[ol* = Av) [[ull?,

Au)
]|

pour tout w € H (on a A(0g) = 0).

(pour u # Op) est constante et il existe A\g € C tel que A\(u) = Ao|lu|?

10



Soit (eq,...,eq) une base orthonormale de H. On a alors, pour tout u € H, pour tout

g€aq,
d

Z [(m(g)ules)|? = ||m(g)ul* = ||ul|* (car 7 est unitaire).

i=1

On intégre cette égalité sur G. Comme p est normalisée,
Vu € H, Jul} = Z [, (o Putds) = ol

1
On en déduit que \g = 7 Finalement, on peut conclure :

u,v € H, / r(g)ulo)?u(dg) = Il

La seconde égalité annoncée se déduit de celle-ci par polarisation.

O

Enfin, on peut obtenir, a partir du lemme de Schur, un autre résultat qui concerne

cette fois deux représentations non équivalentes d’un méme groupe :

Théoréme 1.6. Soient m et ' deux représentations unitaires et irréductibles mais non
équivalentes d’'un groupe compact G dans deuz espaces hermitiens H et H'. Alors, pour

tous u,v € H,u',v' € H,

[l iwguToutas) = o

Démonstration. Soit A : H — H' une application linéaire. On pose :

Ay = /G (g4 A (g)u(dg).

L’application Ay : H — H’ est alors linéaire. De plus, pour tout gy € G,

' (g7") An(ggo)(dg)
(990 1)) Ar(g)u(dg)

(909~ 1) Am(g)(dg)
7 (go) © A1

Arom(go) =

Il
——

<0

L’application linéaire A; entrelace donc les représentations 7 et «’. Ainsi, par le lemme
de Schur, comme A; ne peut étre un isomorphisme (7 et 7’ n’étant pas équivalentes),

A1 = 0. Donc, pour tous u € H,u' € H,
/G (' (g™1) Am(g)ulu'u(dg) = (Ar(w)[a) = 0

11



l.e.

/ (An(g)ul’ (g)uyu(dg) = O.
G

Soient v € H,v' € H'. Appliquons ceci pour A : u — (ulv)v’ : pour tout g € G, pour
tout u € H, An(g)u = (w(g)u|v)v’ et donc, pour tous u € H,u' € H',

| @) and ) utag) =0,

1.3.5 Théorémes de Peter-Weyl et de Plancherel

On va maintenant ajouter deux nouveaux résultats sur les représentations de groupes
compacts : le théoréme de Peter-Weyl et celui de Plancherel.

Théoréme 1.7. (Peter-Weyl) Soit G un groupe compact. On note G Ulensemble des
classes d’équivalence de représentations unitaires wrréductibles de G. Pour tout A € G,
soit My, espace vectoriel engendré par les coefficients (qui sont des applications G — C)
d’une représentation quelconque de la classe d’équivalence \. On a alors :

L*(G) = M,
@

ot @M)\ est l'adhérence dans L*(G) de
AeG

M =P M,,
AeG

qui est [espace vectoriel des combinaisons linéaires finies de coefficients de représenta-
tions unitaires irréductibles de G.

Démonstration. Par le théoréme 1.6., les sous-espaces M sont deux & deux orthogonaux.
Il nous reste & montrer que 'adhérence de M est bien tout L?*(G). Pour cela, on note

H=EPMy et Ho=H"
AeG

(Ho est alors fermé), et on veut montrer que Hy = {0}.
Montrons le par I’absurde : on suppose que Hy # {0}. Posons la représentation R de G
dans L?(G), définie par :

Vg e G,Vf € LZ(G),R(g)f cx— f(zg).

12



L’espace Hg est alors invariant par cette représentation. En effet, si f € Ho, alors, pour
tout gg € G, pour tout ¢, coefficient matriciel de représentation unitaire et irréductible
de G (donc élément d'un M),

/@@UMMmmwz/ﬂW@%WM@z/ﬂW@M@M%U=O
G G G

donc, par combinaison linéaire (finie) puis en passant a 'adhérence, (R(go)f|h) = 0 pour
tout h € H et donc R(go)f € Ho.

Ainsi, en utilisant le théoréeme VI-3.2. de Faraut [2], Ho contient un sous-espace fermé
H1 # {0} de dimension finie !, invariant par R et irréductible. La restriction de R & H1
étant irreductible, elle appartient & I'une des classes : A. Soit f € H; \ {0}. On pose

E:g— (R(9)[1f)-

Comme f € Hi, on a alors F' € M. Montrons que F est également orthogonale & M :
Soient (7, V') une représentation de la classe A et u,v € V. Alors,

| P //fw F@) r(gyulo)u(dg)u(dz)
)(Lf@%ﬂﬂh()ﬂ@dOMM@

(en posant ¢’ = xg et car m(x) est unitaire pour tout =z € G)

=0 (car f € Hy et donc est orthogonale & tout coefficient
de la représentation )

Ainsi F est orthogonale & M) et donc F = 0. Or,

— [ 17 Putda),
G
donc f = 0. Absurde.

Dot Ho = {0} et H = L*(G). O

Enfin, pour conclure cette partie de généralités, énongons un dernier résultat, qui est
une conséquence directe du théoréme de Peter-Weyl et des relations d’orthogonalité de
Schur.

Définissons tout d’abord une norme (appelée norme de Hilbert-Schinidt) sur £(#), ot
7 est un espace de Hilbert de dimension finie : si A € £(H) a pour matrice (a;;)1<i,j<n
dans une base orthonormée (eq,...,e,) de H, on pose

n

A2 = tr(A4") = Y Jai .

1,j=1

1. L’idée est que, dans une représentation d’'un groupe compact, un vecteur non nul engendre une
sous-représentation de dimension finie. Cela se montre & ’aide de la notion d’opérateur compact.
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On reprend a présent les hypotheéses et les notations du théoréme de Peter-Weyl énoncé
précédemment et, pour tout A € é, on choisit un représentant (mwy,H,). On note éga-
lement dy la dimension de H) et on définit, si f est une fonction intégrable sur G, son
coeflicient de Fourier comme étant 'opérateur de 'espace H)

FN =/Gf(g)m(gl)u(d9)-

Théoréme 1.8. (Plancherel) Soit f € L*(G). Alors, f est égale & la somme de sa série
de Fourier :

Vg € G, flg) = drtr(F(\)ma(g)),

xe@

la convergence ayant liew au sens de L? (en moyenne quadratique).
De plus,

/G () Puldg) = 3 aallIFOI12

AeG
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2 Représentations de SU, et polynémes de Jacobi

Aprés cette premiére partie de généralités, nous allons pouvoir appliquer les notions
exposées au cas d’un groupe particulier, qui est SU,. Rappelons-en la définition : il s’agit
du sous-groupe de GLs(C) constitué des matrices g telles que ‘g.g = Id et detg = 1. On
vérifie sans difficulté que ce sont les matrices de la forme

)

oil a, 3 € C sont tels que |a|? + |B]? = 1.

Il n’est pas non plus compliqué de voir que le groupe SUs est compact : par I’expression
qui précéde des éléments de ce groupe, SUs est homéomorphe a la sphére unité de C?,
donc a celle de R* : 3. D’ou la compacité.

2.1 Mesure de Haar sur SU,

On aura besoin, dans la partie sur les polynémes de Jacobi, d’'une expression explicite
de la mesure de Haar sur SUs. On va pour cela utiliser ce que I’on vient de voir : le fait
que SUs est homéomorphe & la sphére unité de C?, et donc a S2, la sphére unité de
R*. Par cet homéomorphisme, une multiplication & gauche par un élément fixé de SUs
correspond 4 une rotation de S® (par rotation en dimension 4, on veut simplement dire
un élément de SOy ; cela se vérifie sans probléme par un calcul). Ainsi, pour obtenir la
mesure de Haar sur SUs, il nous faut une mesure invariante par rotation sur S3, que 'on
normalisera ensuite.

Une telle mesure w vérifie, pour toute fonction f continue et & support compact sur
R*, et en notant A la mesure de Lebesgue sur R? :

L= [ ([ seauto) rar

Utilisons & présent les coordonnées suivantes sur R? :

(x1,22,23,24) = (rsinf cos @, rsinfsin @, r cos 0 cos Y, r cos § sin 1),

T .
oinr>00<0< 5 et ¢, € [0,27]. On remarque que, si 7 = 1, x1 + iz = sinfe’¥

et x3 + izgy = cosfe’¥. Cela montre que ces coordonnées correspondent simplement a
prendre les coordonnées (sin #e’®, cos fe’?) sur la sphére unité de C2.
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On obtient alors, avec ce changement de variables :
/ f$1,$2,$3,$4)d$1d$2d$3d$4

w/2
/ / / f (rsin @ cos @, rsin 0 sin @, r cos 6 cos P, r cos  sin 1)
r=0J0= p=
X 7“3 sin 0 cos 9drd9dg@d¢}

Ce qui nous donne, pour toute fonction F continue sur la sphére unité de C2,

w/2 2w 27
/ Fdw —/ / F(sin e, cos Be™) sin 0 cos OdOdpdap.
{(21,22)€C?/|z1 |2 +]22|?=1} 0= =0 /=0

Et donc, via ’lhoméomorphisme entre cette sphére unité et SUs, et en normalisant (i.e.
de maniére a ce que la mesure de SUs soit 1), la mesure de Haar p sur SUs vérifie, pour
toute fonction f continue sur SUs,

©/2 2w sinfe’?  — cosfe )
su, fdp = G /0 / /w <[cos 0ei i fe—i¥ } ) sin 0 cos 8dOdpdi.

C’est cette expression que nous utiliserons lors du paragraphe 2.4.4.

2.2 Représentations irréductibles de dimension finie de sl,(C)

Notre but est maintenant d’obtenir les représentations irréductibles de dimension
finie du groupe SUs. On va d’abord s’intéresser a l’algébre de Lie complexe sl3(C) et aux
représentations irréductibles de celle-ci. La raison en est que sla(C) est 'algebre de Lie
complexifiée de I’algébre de Lie réelle suy, c’est-a-dire que tout élément de sl (C) s’écrit,
et ce de maniére unique, X + 1Y, ou X,Y € suy (ce qui revient a dire que le C-espace
vectoriel engendré par suy est sla(C)).

2.2.1 Des représentations de sly(C) dans un espace de polyndomes

Soit m entier supérieur ou égal & 1. On va définir une représentation de SLy(C) dans
I’ensemble des polynémes de deux variables X et Y a coefficients complexes homogénes
de degré m. Il s’agit de ’ensemble

P, = {ZakaYmk,ao, oy, € (C} .

k=0

Cet ensemble est un espace vectoriel de dimension m + 1. Dans ce qui suit on confondra
polynoéme et fonction polynomiale associée, et tout élément de P, pourra donc étre vu
comme une fonction f: C? — C.
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Le groupe SLy(C) agit sur P, : si on identifie C? avec Mj 5(C) et que l'on fait agir
SLo(C) & droite sur C? par

Vg € SLy(C),Yv € C?, g.v = vg,
on en déduit une action & gauche de SLo(C) sur Py, par,
Vf € Pm,Vg € SLy(C),Yv € C% g.f(v) = f(vg).
Cette action nous donne un morphisme (et donc une représentation)

Tm : SLa(C) — GL(Pp,)

b} € SL(C),

tel que, pour tout g = [Z d

Tm(9): Pm —> Pm
o — ((u,v) — flau + cv,bu + dv))

c’est-a-dire que, pour tous f € P, (u,v) € C2, (mm(g9)f)(u,v) = f(au + cv,bu + dv).

L’objectif étant d’étudier la représentation dérivée de m,, (notée p,,) de sla(C) dans
Pm, nous allons utiliser la base suivante de sly(C) :

m=fy 2)e=fp i r=[1 3]

On remarque que ces trois matrices vérifient :
[H,E|=2F, [H,F] = —2F, et [E,F] = H.

Donnons également une base de P,,, qui nous sera utile par la suite : B = (P;)o<i<m, 01,
Vi € {0,...,m}, P, = Xiy™m—,

1 suffit de calculer pp,(E), pm(F) et pm(H) pour connaitre p,,. On rappelle que
Pm = dmp : X — 75 (0), ot yx @ ¢t — mp (exp(tX)).
Calcul pour H :
t
Vt € RV € Py, V(u,v) € C2, (m(exp tH) f)(u,v) = (mpm( [% (—]t] ) f)(u,v)

= f(elu, e tv)
La dérivée de cette derniére expression par rapport & t est :

of _ _; Of
t ¢ £y —t
euau(eu,e v)—e vav(

elu, e )
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et donc,ent=0:
of of

(o () ) (1, 0) = 05 (1,0) = 0L 1, 0),

Déterminons maintenant la matrice de p,,(H) dans la base B de Py, :
Vi € {0,...,m},¥(u,v) € C2, (o (H)P;)(u,v) = wiv'~to™=" —v(m — i)ulom 1
= (2i — m)P;(u,v)
Ainsi, Vi € {0,..m}, pn,(H)P; = (2i — m)P; et on en déduit la matrice de p,,(H) dans
la base B :

Calcul pour F :

Cette fois, on a E2 = (0) et donc V¢ € R, exp(tE) = [(1) ﬂ + [8 é] = [(1) ﬂ D’ou
Y ERYS € P H(1,0) € Ch (e tE) ) = (nnl [ 3 (us0)
= f(u,tu+v)

Ce qui donne, en dérivant en t =0 :

(o (E))(1,0) = g2 ()

Pour obtenir la matrice de p,,(E), on calcule p,,(E)P; pour i € {0,...,m} :

Vi € {0,...m — 1}, (pm(E)P)(u,v) = u(m — i)uv™ "t = (m — i)Piy1(u,v) donc
pm(E)B = (m - i)PH—l- De plus, pm(E)Pm = 0.

On en déduit la matrice de p,,(E) dans la base B :

0
m 0 (0)
0) 2
- 1 0_
Calcul pour F' :
Cette fois, Vt € R,exp(tF) = E (1)], donc,
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Vt € R,Vf € Py, V(u,v) € C2, (mp(exptF) f)(u,v) = f(u+ tv,v) et :

0
(o (F))(0,0) = 052 (1,0)
Ainsi, Vi € {1,...,m}, (pm(F) P;)(u,v) = viu'~to™~" = iP,_(u,v) donc
pm(F)PZ = 1P; 1. De plus, pm(F)PO = 0.
On en déduit la matrice de p,,(F') dans la base B :

Proposition 2.1. La représentation py, est irréductible.

Démonstration. Pour le montrer, prenons W un sous-espace invariant de P,, non réduit
a zéro. 1l s’agit de montrer que W = P,,. L’application pp,(H) € GL(P,,) et on a
pm(H)W = W car W est invariant. De plus, on a vu que p,,(H) était diagonalisable
(car sa matrice dans la base B est diagonale), donc sa restriction & W 'est également, et
donc cette restriction admet au moins une valeur propre.

Ainsi, W contient au moins un sous-espace propre de p,,(H). Ces sous-espaces propres
étant dirigés par les P;, il existe i €[0, m]tel que P; € W. Mais W est aussi stable par

1
pm(F), donc, si i > 0, Pr_1 = —pp(F)P; € W et done, par récurrence (finie), Vj < 1,
i
1
P; € W. De méme, W est stable par p,,(E) donc, sii <m, Piy1 = ——pm(E)P e W

m—1
et donc, Vj >4, P, € W.
Ainsi, W contient tous les P;, qui forment une base de P,,. Donc W = P,,. ]

2.2.2 Les p,, sont les seules représentations irréductibles de sl (C)

On a donc construit une représentation irréductible p,, de slp(C) dans Pp,. Il va
maintenant s’agir de démontrer que ces p,, (m > 1) sont les seules représentations
irréductibles de sly(C).

Théoréme 2.2. Toute représentation C-linéaire irréductible de dimension finie de sly(C)
est équivalente & 'une des représentations pp,.

Démonstration. Soit p une telle représentation, dans un espace vectoriel complexe de
dimension finie noté V. Montrons qu’il existe m > 1 tel que p est équivalente a p,, :
p(H) posséde au moins une valeur propre (car p(H) € GL(V) et V est un C-espace
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vectoriel, donc le polynome caractéristique de p(H) posséde au moins une racine), et au
plus dim(V'). Soient A\g une valeur propre de p(H) de partie réelle minimale et @y un
vecteur propre associé.
On va construire une suite (¢k)ren telle que, Vk € N| si ¢ n’est pas nul, alors c’est un
vecteur propre de p(H).
On pose, Vk > 1, pp = p(E)*py. Montrons par récurrence que, Vk € N, p(H)gy =
()\0 + 2k)(pk :

— pour k=0 :on a p(H)py = \wo par définition de ¢g.

— soit k € N quelconque fixé. On suppose que p(H )y = (Ao + 2k)pg. Alors,

p(H)p(E)px

p(E)p(H)pr + p([H, E])¢r,
Ao + 2k)p(E)pr + 2p(E) gy,
Ao+ 2(k+1))prt1-

p(H)ppy1 =

- (
- (

Ainsi, on a bien ce qui était annoncé pour la suite (¢ )ren. En particulier, s’ils ne sont
pas nuls, ces vecteurs sont linéairement indépendants (puisque vecteurs propres associés
a des valeurs propres distinctes). Donc, comme V est de dimension finie, il existe m € N*
tel que, Vk < m, pr # 0 et o1 = 0.
On pose a présent W le sous-espace de V' engendré par o, ..., o, (donc de dimension
m + 1). Montrons que W est un espace invariant :
Puisque p est un morphisme et (E, F, H) est une base de sly(C), il suffit de montrer
que W est stable par p(E), p(F) et p(H). Yk €[0,m], on a p(H)pr = (Ao + 2k)pi et
p(E)pr = prt1, donc W est stable par p(H) et p(E).
De plus,
p(H)p(F)eo = p(F)p(H)po + p([H, F])po
= Aop(F)po = 2p(F)po
= (Ao = 2)p(F)yo.

Donc, si p(F)po # 0, alors c’est un vecteur propre de p(H) associé a la valeur propre
Ao — 2. Or, Ag est une valeur propre de p(H) de partie réelle minimale, donc p(F')gg = 0.
Montrons maintenant par récurrence que, Vk > 1, p(F)ypr = —k(Ao + k — 1)@g_1 -
—pourk=1:
p(F)p1 = p(F)p(E)po

= p(E)p(F)po + p([F, E])¢o

= —p(H)po

= —\o.

— so0it k > 1 quelconque fixé. On suppose que p(F)or = —k(Ao + k — 1)pg_1. Alors,

p(F)prr1 = p(F)p(E)py
= p(E)p(F)er + p([F, E]) ¢y
=—k(Xo+k—1)p(E)pr—1 — p(H)px
= (kMo +k—1)— (Ao +2k))px
=—(k+1)(Xo+ k)pg.
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Ainsi, W est également stable par p(F'), et donc est bien invariant. Comme p est irré-
ductible, on a alors W = V.

Montrons de plus que A\g = —m :

D’apreés ce que l'on vient de montrer sur p(F'), appliqué a k =m + 1, on a :

P(F)om+1 = —(m+1)(Ao +m)pm

Or, par définition de m, @41 = 0, donc p(F)pm+1 = 0, et ¢, # 0. Ainsi,
(m+1)(Ag+m) =0, dou A\g = —m.
On obtient donc au final :

Vk € {0,...,m}, p(H)pr = (2k — m)yx
P(E)pr = Prt1
p(F)pr = k(m —k+ 1)pr—1 (et p(F)po = 0).

On pose a présent I'application linéaire A : V' — P, définie par, pour tout
ke{0,...,m}, App = cxPr,ouco=1letcg=m(m—1)...(m—k+1)sil <k<m.
On a:
Vk €{0,....m}, A(p(H)pr) = A((2k —m)er)

= cp(2k — m) Py

= crpm(H) Py

= pm(H)(ckFr)

= pm(H)(Apy)

De méme, pour tout k € {0,...,m}, on a

A(p(E)er) = pm(E)(Apk) et A(p(F)pr) = pm(F)(Apy).

Ainsi, pour tout X € sl3(C), Ao p(X) = pn(X) o A, c’est-a-dire A entrelace les repré-
sentations p et p,,, qui sont donc équivalentes. O

2.3 Représentations irréductibles de dimension finie de SU,

La restriction de la représentation m,, (représentation de SL2(C)) a SU; est une
représentation irréductible de SUs. En effet, si un sous-espace W de P, est invariant
par my,, alors il est aussi invariant par la représentation dérivée p,,. Or, cette derniére
est irréductible comme représentation de sl(C), donc également comme représentation
de suy (vu que sly(C) est la complexifiée de sug, tout sous-espace stable par suy est, du
fait de la linéarité de p,,, stable par sly(C)).Ainsi, le sous-espace W est trivial.

On peut méme donner a présent, grace aux résultats précédents sur slp(C), un résultat
général sur toutes les représentations irréductibles (de dimension finie) de SUs.
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Théoréme 2.3. Soit ™ une représentation irréductible de SUy dans un espace vectoriel
complexe V de dimension finie. Alors, m est équivalente o une des représentations Ty, .

Démonstration. La représentation dm est une représentation de suy dans V. Elle s’étend
par linéarité en une représentation C-linéaire de sla(C) dans V', que 'on va noter p (on
rappelle que le C-espace vectoriel engendré par sug est sly(C)).

Montrons que cette représentation p est irréductible :

Soit W # {0} un sous-espace de V invariant par p. Alors, si X € suy, W est invariant par
p(X), et donc par exp p(X) (car W est alors invariant par les puissances successives de

+0o0 k
X
p(X) et exp p(X) = E (Mk‘))) Or, exp p(X) = w(exp X) et, comme SU; est connexe,

k=0
il est engendré par exp(suz) = {expY;Y € sus}. Ainsi, W est stable par {7(g); g € SUs}

et donc invariant par m, qui est irréductible. Finalement, W =V et p est irréductible.
Alors, par le théoréme précédent (1.4), il existe m > 1 tel que p est équivalente a la
représentation p,,. C’est-a-dire qu’il existe A : V — P, un isomorphisme tel que, pour
tout X € sly(C),

Ao p(X) = pm(X) 0 A,

C’est en particulier vrai pour tout élément de suo et donc, par linéarité et continuité des
applications
GL(V) — {isomorphismes V — Py, }
@ — Ao

GL(P,,) — {isomorphismes V — P, }

et o s 0o A ,
+00 k
X
(et car exp p(X) = (p(k‘)) ) on a, pour tout X € sug,
k=0 '

Aoexpp(X)=exppm(X)o A, ie Aom(expX) = mpy(expX) o A.
D’ow, en utilisant & nouveau le fait que exp(suy) engendre SUs, pour tout g € SUs,
Aom(g) = mm(g) 0 A.

Ainsi, w et m,, sont équivalentes. O

Remarque : Il est méme possible de donner un résultat plus précis que celui-1a : du fait
de la compacité de SUs, toute représentation irréductible de ce groupe est équivalente
a l'une des représentations m,, (voir théoréme 3.2.(ii) de Faraut |2]). Cela provient d’un
argument utilisé dans la preuve du théoréeme de Peter-Weyl : pour une représentation
d’un groupe compact, un vecteur non nul engendre une sous-représentation de dimension
finie.
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2.4 Coeflicients matriciels et polyndomes de Jacobi

Nous allons maintenant calculer les coefficients matriciels des représentations m,,
étudiées précédemment (restreintes & SUs) et voir que 'on peut trouver des relations
intéressantes entre ces coefficients et les polynémes de Jacobi. Cela pourra nous permettre
de montrer certaines propriétés des polynémes de Jacobi & I'aide des représentations.

2.4.1 Premiére expression des coeflficients matriciels

Commencons par introduire quelques nouvelles notations par rapport aux parties
précédentes.
On note toujours, lorsque

1 1
leN+-{0,1} ={0,=,1
€ +2{7} {7277

| W

Y

Po; Vespace vectoriel (de dimension 2] + 1) des polynomes homogénes de deux variables
de degré 2[. On introduit la base suivante de Py : (e_;,€_j11,...,€-1,€;), OU, pour tout
ne{-l,-l+1,...,0—1,1},

1
20 \?2
en : (21,22) — <l n> zf”z?”.

On notera également & présent 7t la représentation précédente (auparavant notée o)
dans I’espace Py;. On rappelle que, pour tous

b
|:Z d:| € SU27 f € 7)217

b
™ [Z d] fi(z1,22) = flaz1 + c22,bz1 + d22).

- b
Alors, en particulier, pour toute [Z d] € SUs, pour tout n € {—l, -1 +1,...,1},

[NIES

b 21 —n n
t [(Z d] en : (21,22) <l B n) (az1 + c20) 7" (b2 + dzg)'t

. iy N X . a b
Le coefficient matriciel en m-éme ligne et n-éme colonne, noté wl, . { d]’ est, dans
K
c

=

: : . _ . l
I'expression qui précéde, le coefficient devant le mondéme 2] mzé+m, divisé par ]
-m

Le polynéme de deux variables considéré étant homogéne, il suffit de trouver le coefficient
devant le mondme contenant zi*m. On pose donc 2z = 1.
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1
2

21
Par la formule de Taylor, le coefficient de (l ) (az1 4 )7 (bz1 + d)™ devant 7™
-n

est : .
1 dm < 21 >2 I ;
= T az1 +c " bz +d +n
(l_m)!dzll—m ( I—n (az1 + )" (bx )

21=0

D’ou

s {Z Z} B ((l (_l:;;?();l)!f i;; ((l 3171) %(azl + )" (b2 + d)l+n>

Le but recherché étant de trouver une relation entre ce coefficient et I'un des polynémes
de Jacobi, on va rappeler une expression de ces derniers : lorsque 7 et j sont des réels
strictement supérieurs & —1 et k est un entier naturel,

21=0

» _1k i _»dk
P () = (21%)! A-2)"A+a)” %

<(1 —z)itR( 4 $)j+k> .

l
m,n

variable : posons y — 1 = 2b(az; + ¢), i.e. y + 1 = 2a(bz; + d) (car ad — bc = 1). On

. b
On va donc effectuer, dans I’expression précédente de m [Z d}’ un changement de

obtient :
b C+m) \7 [ 2 \?
1|2 m): l—m
= — 2ab
oo a = (@) (2,) e
y di-m y—1 l—n y+1 I+n
dyl—m 2b 2a
) y=2bc+1
(l + m)' 2 = ——1 1 —
— 2 m m—ng m-+n
((l—m)!(l—n)!(l—l—n)! “
dl—m
_ 1 l—n 1 l4+n )
% dyl—m <(y )y +1) ) y=2bc+1
On pose & présent x = —y et cela donne :

2

R = T

dlfm
S (—1‘ o 1)l—n(_x + 1)l+n
dz! ( ) )

(l+m)! 2 _l—m —T1 . — TV L — T T2
((l_m)!(l—n)!(l+n)[> 277m(-1) a p—m+

j;l_n; ((1 o) — :r)l+”)

r=—2bc—1

X

r=—2bc—1 '
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2.4.2 Relation avec un polynéme de Jacobi

On a remarqué précédemment que SU; était ’ensemble des matrices de My (C) s’écri-
vant sous la forme
a B
— 5 ol’

ot a, 8 € C sont tels que |af? + 8> = 1.
Pour une matrice comme celle-1a, si on écrit a = ae’ et —F = be'¥, avec a,b > 0,
@, €[0,2n[, on a a® + b? = 1 et donc il existe 6 € [0, g] tel que a = sinf et b = cos 6.
Ainsi, SU; est 'ensemble des matrices de la forme

sin Pe’?  — cos e

[cos G sinfe~¥ } ’
T

16
ou 6[0,2

l,,% €10, 2m].

Utilisons cela dans I’expression de la fin du paragraphe précédent :

o sinfe?  —cosfe” W] (I 4+ m)!
mn | cosfe¥  sinfe | T\ (1—m)!(l —n)!(+n)

" dl—m

2
> 2717 (sin g) "™

« (COS 6)—m+n6—i(m+n)apei(m—n)

(4 2y =2y

dxl=m a=cos20
La fin du membre de droite nous incite & calculer ce que donne Pl(ing mm=n) (cos26). On
" (m+n,m—n) (_1)l—m o B
P, (cos20) = m(l — €08 260) "™ "(1 + cos 26) ™"
X dll ((1 4 l‘)lin(l _ x>l+n)
dat=m x=cos 26

_ (_1)l—m 2 \—m—n 2 p\—m+n dl_m l-n/1 _ \l4n

—1 t=m —l—my_: —2(m+n —m+n dl_m -n n
_ ((l_)m)!Q l (sin 6) 2(m+ )(0089)2( + )W ((1+x)l (1 —;p)lJr )

On remarque alors que ’on a obtenu :

r=cos 20

r=cos 20 '

1
Théoréme 2.4. Pour tous | € {0, 3 1, g, pymone{=1l,...,1},0 €0, g];
e, € [0,27],
A . 1
! sinfe®  —cosfe W] e (C+m)!(l—m)\2 m—n
Tmn | cosfe  sinfe—i® = (1) (I +n)(l —n)! (sin6) (cosf)
X e*i(””")“"ei(m*”)wPl(fz:[n’m_n) (cos 26).

C’est la relation tant recherchée entre les coefficients matriciels de notre représentation
7t et les polynomes de Jacobi.
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2.4.3 Utilisation des relations d’orthogonalité de Schur

Nous allons & présent devoir vérifier que les hypothéses nécessaires pour appliquer les
relations d’orthogonalité de Schur sont vérifiées.

— Le groupe SU; est compact, on 1’a déja justifié avant le paragraphe 2.1.

— 11 faut que lespace Py, dans lequel la représentation 7' est a valeurs, soit un
espace hermitien. Munissons le du produit hermitien tel que la base (e_i,...,¢)
soit orthonormale (il est de dimension 2/ + 1).

— Nous avons déja vu que la représentation 7! est irréductible, il ne nous reste plus
qu’ad montrer le lemme suivant :
Lemme 2.5. Pour tout | € N, la représentation 7' est unitaire.

Démonstration. 11 suffit de prouver que, pour tout g € SUs, pour tout (m,n) €
{_lv s 7l}2a Tdn,n(g) = ﬂ—?lz,m(gil)'

-1 _
Soient m,n € {—1I,...,l}, soit [_O[B g] € SU,. Alors, [_aﬁ i] = [g Oﬂ.
De plus, d’aprés des formules précédentes sur les coefficients matriciels (la derniére

du paragraphe 2.4.1. par exemple), 7! { @ g } est un polynéme a coefficients

m,n _B

réels en a et (3, donc 7}, , [ @ ﬂ = nl { @ ﬂ 1l nous faut donc montrer

B @ = e |og
que wfn’n [_aﬁ g] = Wﬁz,m [g _j].

Pour cela, revenons & la définition des coefficients matriciels : ils vérifient, pour

tout [CCL Z] € SU,, pour tout n € {—I,... 1},

a b : a b

! _ !

. { d} =3 b, [ d] e
i.e., pour tout (21, 22) € C?,

1 ! 1
20 \ 2 20 \?2 b
<l B n) (az1 + c20) 7" (b2 + dzg) " = Z <l B m> 7T£n,n [CCL d] Zmmelm,
m=-—I

Afin d’obtenir une sorte de symétrie, multiplions cette relation par

20 \2 ,_ .
(l wi ™Mk o (w1, we) € C2, et sommons sur n. Par la formule du binome
-n

de Newton, on obtient :

1 1 1
21 2/ 2] \2 a b
20 _ l
(az1wy + bziws + czow) + dzaws) = g (l B > <l _ n> Tm,n [C d}

m,n=—1

X zll_mzé+mwll_”wl2+”
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Grace & cette formule, on remarque qu’échanger les roles de m et n revient a
échanger ceux de 21 et w; d’une part et 29 et wy d’autre part. D’aprés le membre

. b
de gauche, cela revient & échanger b et ¢. On a donc, pour tout [Z d} € SUs, pour

tout (m,n) € {—1,...,1}?,

1 la b, |a ¢
ﬂ-m,ncd_ﬂ-n,mbd'

Cela nous permet d’en déduire exactement ce que ’on voulait, et donc d’obtenir
l'unitarité de la représentation 7. O

Maintenant que nous avons vérifié toutes les hypothéses nécessaires, nous pouvons
appliquer les relations d’orthogonalité de Schur a notre représentation w!. Utilisons-les
avec les vecteurs de notre base (e_;,...,e;) qui, rappelons-le, est orthonormale pour le
produit hermitien choisi : pour tous (i,7), (m,n) € {=1,...,1}%,

— 1
L o(g)ml dg) = S §a
~/SU2 ﬂ-z,j(g)ﬂ-m,n(g)u( g) 20+ 1 i,mYjn

De plus, si l # I, alors 7! et 7!’ ne sont pas équivalentes (car & valeurs dans deux espaces
de dimensions différentes) et donc, par le théoréme 1.6., pour tous

(i,7) € {—l,...,1}% (m,n) € {=U,... . U'}?
l U ()
| @t antds) =o.
SU»
En rassemblant ces deux égalités, on obtient les relations d’orthogonalité suivantes :

1
VLU €N+ 2{0,1}, Vi) € {1, 1}, Ymn € {1},

— 1
L v da) = —— 5116 8+
/SUQ ﬂ-l,j(g)ﬂ-m,n(g)/}'( g) 2 +1 L9 mOin

2.4.4 Relation d’orthogonalité pour les polynémes de Jacobi

On rappelle 'expression de la mesure de Haar sur SU; établie au paragraphe 2.1. :
pour toute fonction f continue sur SUs,

1 27 27 z . i —ith
fdp = — e Gew o wa sin 0 cos 0dOdvdp.
SU, 212 J om0 Jyp=0 Jo=0 = | COS fe sin fe
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Utilisons ceci pour réécrire les relations d’orthogonalité du paragraphe précédent dans
un cas particulier ((4,§) = (m,n)) : pour tous [, € N+ 3{0,1},
m,n € {—min(l,'),...,min(l,1")},

2(1 +m)l(l — m)!
(+n)l(l—n)!

/ 2 (sin 0)2m+2n+1(cos 9)2m72n+1pl(1nr:;n7m*n) (COS 29)
0 1
204+ 1

XPZ(,T_’L;n’m_n) (COS 2(9)d(9 = (55’[/.

Sur [0, g], 0 — cos 20 est injective. On peut donc effectuer le changement de variable
x =cos20. On a cos20 = 2cos2f —1 =1 — 2sin? 6, donc :

(1 +m)(l —m)!
(I + n)l(l — n)122m+1

_ O
204+ 1°

l—m —-m

1
/ (1—x)m+n(1+x)m_np(m+n’m_n) (w)PlEm-i-n,m—n) (x)d:v
-1

Théoréme 2.6. Les polyndmes de Jacobi vérifient les relations d’orthogonalité sui-
vantes : pour tous t,j,a,b € N,

1 a+b+1 A\ A\
(@b) .\ p(ab) a b 2 (a+2)!(b+4)!
P! P! 1—2)%(1 dr =
/_1 @B @) ) (e dr = e s 0

Démonstration. Soient i, j, a,b € N. La formule trouvée juste avant ’énoncé du théoréme,

a+b7n:a—b’l:i+a—|—b

le résultat. Montrons que ’on peut 'appliquer dans ce cas :

On a bien {,I’ € N+ %{O, 1}. Il reste a voir que —l < m < I, =l < n < [ et la méme chose
avec ['.

Onaa+b+i>0iel+m=>=0eti>0,ie.l—m>0. Deméme,a+i>0,i.e l4+n >0,
etb+i>0,ie.l—n>0.

La méme chose est valable en remplagant [ par I’ (cela remplace i par j) et les hypotheses
nécessaires sont donc vérifiées. ]

a+b
appliquée avec m = etl! =7+ % donne directement
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3 Equation de la chaleur sur SU,

3.1 Opérateurs de Casimir et de Laplace sur SU,
3.1.1 Quelques résultats généraux

On va commencer, dans cette section, par définir un opérateur différentiel A, qui est
appelé opérateur de Laplace. Mais, pour cela, il nous faut d’abord voir ce qu’est une
fonction de classe C* sur un groupe de Lie linéaire G.

Définition 3.1. Soit G un groupe de Lie linéaire. Une fonction f: g — C est dite de
classe C! si
— pour tout g € G et tout X € g = Lie(G), la fonctiont — f(gexptX) est dérivable
en 0. On pose alors
d

(b(X)f)(9) = % FlgexpX)
t=0

— Uapplication

est continue.
On définit ensuite par récurrence une fonction de classe C* : f est dite de classe C* sur
G si f est C! et si, pour tout X € g, p(X)f est de classe CF~1.

On peut maintenant définir cet opérateur de Laplace.

Définition 3.2. Soit G un groupe de Lie linéaire dont l'algébre de Lie g est munie d’une
structure euclidienne et d’une base orthonormée (Xi,...,Xy). Soit f une fonction de
classe C? sur G. On pose alors

)

noo2
Ve e G,Af(x) = Z %f(xexthi)
i=1 =0

c’est-a-dire

Remarque : L'opérateur différentiel A ainsi défini ne dépend pas de la base orthonor-
male choisie et 'opérateur —A est positif (pour le produit scalaire de L?(G)). Pour les
démonstrations de ceci (qui sont assez bréves), voir le livre de Faraut [2], pages 167-168.

Parlons a présent de I'opérateur de Casimir. La encore, on s’appuiera sur ce qu’a fait
Faraut [2] pour éviter de démontrer certains résultats.
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Définition 3.3. Soient g une algébre de Lie munie d’un produit scalaire vérifiant
([X,Y]|Z) = —(Y|[X, Z]) pour tous X,Y,Z € g et p une représentation de g dans un
espace vectoriel V. Si (X1, ..., X,) est une base orthonormée de g, l'opérateur de Casimir
Q, de la représentation p est alors défini par

n
Q, = Zp(X 2
i=1
Remarque : On peut voir dans le livre de Faraut [2| pages 125-126 qu’un tel produit

scalaire existe toujours lorsque g est ’algébre de Lie d’un groupe de Lie linéaire compact.

Proposition 3.1. La définition qui précéde ne dépend pas du choix de la base orthonor-
mée. De plus, l'opérateur €1, commute a la représentation p.

Démonstration. Elle peut étre trouvée dans le livre de Faraut [2], pages 126-127. O

Lemme 3.2. Soit G un groupe de Lie linéaire compact. L’opérateur de Laplace A défini
précédemment est alors hermitien.

Démonstration. Comme G est compact, il existe, d’aprés la remarque précédente, un
produit scalaire sur g vérifiant I’hypothése de la définition 1.3.. On note de plus u la
mesure de Haar normalisée de G. Alors, pour tous f,p € C(G), pour tout X € g,

/G %f(geXth)

cande) = g [ SoestXjplonias)
= /f (g exp —tX)p(dg)

—/Gfg atp(gexp—tX)

t=0

c’est-a-dire
(p(X) fle) = =(flp(X)¢)
pour le produit scalaire de L?(G). Donc, si f, g € C*(G),

(Aflp) = (flAgp).
O

Proposition 3.3. Si p est une représentation irréductible C-linéaire de g dans un espace
vectoriel complexe V' de dimension finie, alors il existe k, € C tel que

Q, = —kpl.

Démonstration. Par la proposition précédente, €, commute a la représentation p et donc,
par le lemme de Schur, on a la conclusion. ]

Donnons un dernier résultat un peu général avant d’utiliser tout cela dans le cas
particulier du groupe SUs.
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Proposition 3.4. Soient G un groupe de Lie linéaire connezre et m une représentation
irréductible de G dans un espace vectoriel complexe V' de dimension finie. On vient alors
de voir qu’il existe kx € C tel que Qp = —k . Soit f € M. Alors, f est une fonction
propre de 'opérateur de Laplace :

Af = —kirf.

Démonstration. La fonction f est une combinaison linéaire de coefficients de 7, donc il
existe A € L(V) tel que

Vg € G, f(g) = tr(An(g)).
Donc, pour tout g € G,

Af(g) = tr(Q:An(g)) = —kx f(g)-

3.1.2 Application a SU;

On peut maintenant utiliser ce que l'on vient de voir dans le cas du groupe SUs,
sur lequel on a déja vu pas mal de choses. Nous allons donc calculer une expression
explicite de 'opérateur de Casimir, ainsi que la valeur du coefficient x que nous avons
vu précédemment.

On rappelle qu'une base de suy (I’algébre de Lie du groupe SUs) est (X1, X, X3), o

i 0 0 1 0 i
AR K e !

On munit suy du produit scalaire suivant :
1 . 1
VX,Y € suy, (X[|Y) = §tr(XY ) = —3 tr(XY).

Ce produit scalaire vérifie la condition de la définition 3.3. et (X7, X2, X3) est une base
orthonormée.

Proposition 3.5. Soit p une représentation de sus dans un espace vectoriel compleze
V. Comme on Ua déja vu, p se prolonge alors en une représentation C-linéaire de sla(C).
On a alors

—Q, = p(H)? + 2p(H) + 4p(F)p(E),

ot on rappelle que
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Démonstration. On remarque que 'on a X1 =iH, Xo = F—F et X3 =i(E+F). D'ou,

grace aux propriétés de p, qui est une représentation,

p(X1)? = —p(H)?,

et donc, par définition de €,

Qp = —p(H)* = 2p(E)p(F) = 2p(F)p(E).
De plus, on a [E, F| = H, donc finalement

—Qp = p(H)? + 2p(H) + 4p(F)p(E).

O

Soit m € N. Reprenons la représentation p,, de slo(C) dans P, (espace des polynomes
homogenes de deux variables a coefficients dans C) que nous avions utilisée dans la partie
2.2. et notons Q,, = Q,, I'opérateur de Casimir associé. On a déja vu (proposition 3.3.)

qu’il existe un nombre k., € C tel que
Q= —Kmd.

Proposition 3.6. On a
Km = m(m+ 2).

Démonstration. Pour tout P € Py, on a Q,, P = —k,, P. Appliquons cela avec le (m+1)-

éme vecteur de la base de P, que nous avions choisie au paragraphe 2.2.1. :

Py, : (u,v) — u™. On avait calculé, toujours au paragraphe 2.2.1. :

pm(H) Py = mPy,
pm(E)Pp, = 0.

Donc, par la formule de la proposition précédente,
— QP = (m? 4 2m) Py,.
Ce qui nous permet de conclure que

Km = m(m+ 2).
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3.2 Séries de Fourier sur SU,

Afin d’étudier dans la suite I’équation de la chaleur sur le groupe SUs, il nous faut par-
ler des séries de Fourier sur ce groupe. En effet, c’est d’abord pour résoudre ce probléme
que ces séries ont été introduites, sur R/277Z (isomorphe & SO3) bien sir.

Nous avions écrit, dans la partie 1.3.5. (et notamment avec le théoréeme 1.8.) la dé-
composition en série de Fourier d’une fonction. Regardons ce que cela donne dans ce
cas précis. Nous avons vu, dans la section 2., pour tout m € N, une représentation irré-
ductible 7, de SUs dans P,,. Cet espace peut de plus étre muni d’un produit scalaire
hermitien pour lequel cette représentation est unitaire (on a vu cela dans la partie 2.4.).
De plus, toute représentation irréductible de SUs est équivalente & 1'une des m,,. On en
déduit que S/@ est en bijection avec N. De plus, pour tout m € N, pour toute fonction f
intégrable sur SUs, le coefficient de Fourier f(m) est 'endomorphisme de P, défini par

- / f(@)mm (@Y u(de)
G

et la série de Fourier de f s’écrit
e o~

D (m+ 1) tr(f(m)mn(@)).

m=0
De plus, par le théoréme de Plancherel (théoréme 1.8.), si f € L?(SUy),

oo
Vo € SUs, f(z) = D (m+ 1) te(f(m)mn (@),
m=0

la convergence ayant lieu au sens de L2, et la formule de Plancherel s’écrit :

/\f Pu(dr) = 3 (m+ DI Fm)I 2
m=0

Notre objectif est & présent de montrer que la série de Fourier d’une fonction de classe
C? converge ponctuellement, et méme uniformément. II faut commencer par une premiére
proposition.

Proposition 3.7. Si f est C? sur SUs, alors, pour tout m € N,

~

Kf(m) = —m(m +2)f(m).

Démonstration. Soient m € N et u,v € Py,. Alors,
Fmyutoyr, = ([ f@mate @)}, = [ F@)m(eule)n,n(d).
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On pose ¢ : & — (T (2~ Hulv)p,,. On a ¢ € My, et, de méme,

(Af(m)ulv)p,, = (Aflp) L2
= (f|Ap)r2 (car A est hermitien)
= —m(m +2)(f|p) 2 (car p € My, et par la proposition 3.4.)

= —m(m + 2){f(m)ulv)p,.

D’ot1 la conclusion cherchée car ceci est valable pour tous u,v € Pp,. O

Théoréme 3.8. Si f est C% sur SUs,, alors

> (m+ D[ Fm)l| < oo
m=0

et la convergence de la série de Fourier de f est donc uniforme.

o0

Démonstration. Le fait que la convergence de la série Z(m + 1)%|Hf(m)||| implique
m=0

la convergence uniforme de la série de Fourier provient de la proposition VI-6.1. de

Faraut [2], que nous ne détaillerons pas ici. Montrons donc la convergence de cette série :
Par la proposition précédente, pour tout m € N*,

1 —

flm) = —— A .
flm) = — g B )
D’ou, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
00 o0 3
3.2 (m+1)2 |
1 = ——|||A
S+ vl = 32 STl
1 1
— (m+1)? \* (& v 2\’
< |||A
(3 i) (S om T
< oo (car la 2eéme série converge par la formule de
Plancherel).
D’ou1 la conclusion par la proposition citée. O

3.3 Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur sur le groupe SUs s’écrit

ou

—A
ot oW

ot u est une fonction C2 sur I x SUs (I est un intervalle de R).
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Nous allons dans cette partie nous intéresser au probléme de Cauchy suivant : soit
f une fonction C? sur SUs. On cherche une fonction u continue sur [0, +00[xSUs et de
classe C? sur |0, +00[x SU; telle que

ot

Ou _ Aw sur |0, +o00[x SUs,
u(0,z) = f(x) pour tout z € SUs.

3.3.1 Unicité de la solution

Nous allons commencer par montrer qu'une solution au probléme de Cauchy énoncé
précédemment, si elle existe, est unique. Pour cela, nous allons nous appuyer sur le
principe du maximum :

Proposition 3.9. Soit T > 0. Soit u une fonction continue sur [0,T] x SUy et C* sur
10, T[xSUy telle que

(22: = Au sur 0, T[xSUs.
Alors, pour tout (t,z) € [0,T] x SUs,

i 0 <u(t,r) < max u(0,g).
ggg&u( ,9) < u(t, x) Inax 0,9)

Démonstration. Soient Ty €]0,T] et € > 0. On pose alors
ue : (t,x) — u(t, x) + et.
Soit a présent (to,zo) € [0, Tp] x SUs tel que
ue(to, xo) = min{u. (¢, z); (t, z) € [0,Tp] x SUs}

(le minimum existe car u. est continue sur [0, Tp] x SUs compact). Montrons par I’absurde
que tg =10:
On suppose que tg > 0. Alors, on déduit de la définition de (tg,xo) que

ot

Oue (to, x()) <0 (et méme = 0 si ty < To)
Aue(to,x0> > 0.

Ceci est absurde car

Oug _ Ou
Y(t,x) €]0,T[xSUs, E(t,x) — Aug(t,x) = 5

Donc tg = 0. De plus, pour tout x € SUs, u-(0,x) = u(0,z), donc

(t,z) +e— Au(t,x) = > 0.

V(t,x) € [0,T] x SUa, us(t,z) > grerlgrl}Q u(0, g), i.e. u(t,x) > grergi& u(0, g) — et.

Ainsi, par passage a la limite (¢ — 0),

V(t,xz) € [0,T] x SUz,u(t,x) = min u(0,g).
geSUs

L’autre inégalité s’obtient & partir de celle-ci en changeant u en —u. O
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Théoréme 3.10. [l existe au plus une solution au probléme de Cauchy

ot

{ Ou _ Au sur |0, 4+00[xSUs,
u(0,z) = f(x) pour tout x € SUs.

Démonstration. Comme 1’équation de la chaleur considérée ici est linéaire, pour montrer
I'unicité de la solution (éventuelle), il suffit de montrer que, si f est constante égale a 0,
alors la seule solution possible pour u est la solution nulle.

Soit donc u solution de

ot

Ou _ Aw sur |0, +o00[x SUs,
u(0,2) = 0 pour tout x € SUs.

Soit (¢,x) € R x SUs. Par la proposition précédente,

min (0, g9) < u(t,r) < max u(0,g),
Join u(0,9) S ult, ) < max (0,9)

le.
u(t,x) = 0.

3.3.2 Expression de la solution

Maintenant que 'on a prouvé l'unicité de la solution, on va pouvoir s’intéresser a
Pexistence de celle-ci. On va donner U'expression d’une fonction qui vérifiera I’équation
et les conditions initiales, et qui sera donc I'unique solution du probléme de Cauchy.

Remarquons tout d’abord que, par ce qu’on a vu dans la partie 3.1., si m € N et si
Vm € My, on a alors
Avy, = —m(m + 2)vpy,,

et donc la fonction

m+2)tvm(

U ¢ (t,2) — ™™ x)

vérifie I’équation de la chaleur. La méthode de Fourier consiste ainsi a chercher la solution
du probléme de Cauchy sous la forme d’une somme de telles fonctions :

u: (t,x) — Ze‘m(m“)tvm(x).

Dans ce cas, la condition initiale u(0,.) = f s’écrit

va = f.
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Or, comme on a supposé f de classe C? sur SUs, on a, d’aprés la partie 3.2.,
oo
Vx € SUs, f Z m+1) tr (m)mm(x))
m=0

avec une convergence uniforme de la série de Fourier de f.
On pose alors

~

) — Y (m+ 1)e "D e (F(m)my ().
m=0

Cette série converge uniformément sur [0, +00[x.SUs, donc u est C* sur |0, +oo[x.SUs
et vérifie ’équation de la chaleur. Cette fonction est ainsi 'unique solution du probléme
de Cauchy étudié.

Remarque : Sans détailler du tout, précisons quand méme que, si f est seulement
continue sur SUs, on peut tout de méme donner une expression de la solution du probléme
de Cauchy en fonction de ce que I'on appelle le noyau de la chaleur [2] :

2) — Y (m+ 1) ™y (@) (¢ > 0 et 2 € ST),
m=0

ou, pour tout m € N, y,, est le caractére de la représentation m,,, défini par x,, : g —
tr(mm(g)). La solution du probléme de Cauchy est alors

uwmejLHWI%ﬁ@M@Hmmt>w
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