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Introduction

L'objectif de ce Travail Encadré de Recherche est d'illustrer des applications de cer-
tains outils comme les représentations et les algèbres de Lie dans le cas d'un groupe très
simple : SU2(C) (que nous noterons par la suite seulement SU2, puisqu'il n'y aura pas
d'ambiguïté), qui a la particularité d'être un groupe compact. Nous verrons principale-
ment deux applications de ces outils.

La première application concernera certaines fonctions spéciales particulières qui sont
les polynômes de Jacobi. Ils forment une famille de polynômes orthogonaux et l'essentiel
de cette partie consistera à retrouver, grâce aux représentations de SU2, les relations d'or-
thogonalité entre ces polynômes. La deuxième application est liée à l'analyse harmonique
et aux équations aux dérivées partielles. Il s'agira de résoudre, sous une certaine forme,
l'équation de la chaleur sur le groupe SU2. Nous utiliserons la décomposition de fonctions
sur SU2 en série de Fourier, ce qui nécessite là encore de connaître les représentations de
ce groupe.

Pour cela, il faudra bien entendu donner tout d'abord les outils que nous allons
utiliser. Cela commencera évidemment par un certain nombre de dé�nitions (concernant
la mesure de Haar, les algèbres de Lie, et les représentations), puis par plusieurs théorèmes
très importants : Schur, Peter-Weyl, Plancherel... Une longue partie sera ensuite consacrée
à la recherche des représentations irréductibles de SU2, et en�n nous pourrons passer aux
deux applications détaillées précédemment.
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1 Généralités

1.1 Mesure de Haar

On va dans cette partie dé�nir dans un groupe localement compact la notion de
mesure invariante à gauche, que l'on appellera ensuite mesure de Haar. On donnera
également un théorème général d'existence d'une telle mesure.

1.1.1 Dé�nition et expression pour un groupe �ni

Dé�nition 1.1. Soit G un groupe topologique localement compact. Une mesure positive

µ est dite invariante à gauche si, pour tout g ∈ G et pour toute f ∈ CC(G) (espace des

fonctions continues sur G et de support compact),∫
G
f(gx)µ(dx) =

∫
G
f(x)µ(dx).

C'est équivalent à dire que, pour tout E, sous-ensemble mesurable de G, et pour tout

g ∈ G,
µ(gE) = µ(E).

Dé�nition 1.2. Une mesure invariante à gauche sur un groupe localement compact est

appelée mesure de Haar à gauche.

On verra par la suite qu'une telle mesure existe toujours, mais intéressons-nous pour
l'instant à cette mesure dans un cas particulièrement simple qui est celui des groupes
�nis.

Soit G un groupe �ni. Pour dé�nir une mesure sur G, il su�t de la dé�nir sur {g},
pour tout g ∈ G. Soit µ une mesure sur G. Si µ est invariante à gauche, on a, pour tout
g ∈ G,

µ(g{e}) = µ({e}),

où e est l'élément neutre de G, i.e.

µ({g}) = µ({e}).

La mesure µ est donc entièrement déterminée par la valeur de µ({e}). De plus, récipro-
quement, une mesure qui véri�e cela est clairement invariante à gauche. En e�et, pour
tous g, g1, . . . , gn ∈ G, avec g1, . . . , gn deux à deux distincts,

µ(g{g1, . . . , gn}) = µ

(
n⋃
i=1

{ggi}

)
=

n∑
i=1

µ({ggi}) = nµ({e}) = µ({g1, . . . , gn}).

Les mesures non nulles invariantes à gauche sur un groupe �ni sont donc égales à un
facteur strictement positif près, qui dépend du choix de la mesure de {e}. On va voir
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que cette égalité à un facteur près est valable sur tout groupe localement compact. Par
contre, la mesure n'est pas forcément déterminée par le choix de la mesure de {e} mais
plutôt par celle de G puisque, si la mesure est bornée et le groupe in�ni, la mesure de
{e} est alors nécessairement nulle.

1.1.2 Théorème général d'existence

Théorème 1.1. Soit G un groupe localement compact. Alors, il existe une mesure non

nulle invariante à gauche. De plus, elle est unique à un facteur multiplicatif strictement

positif près.

On ne démontrera pas ce théorème, que nous n'utiliserons d'ailleurs pas. En e�et,
la mesure de Haar qui va nous intéresser est celle sur SU2, dont on peut obtenir une
expression. Nous n'aurons donc pas besoin de ce théorème très général d'existence, dont
une démonstration dans le cas d'un groupe de Lie linéaire peut être trouvée dans le livre
de Faraut [2], pages 91 à 93. Pour une démonstration dans le cas d'un groupe compact,
on pourra se reporter au livre de Mneimné et Testard [4]� 3.6

1.2 Algèbre de Lie d'un sous-groupe fermé de GLn(R)

Dé�nition 1.3. � Un groupe de Lie linéaire est un sous-groupe fermé d'un groupe

linéaire de la forme GLn(R) pour n entier naturel.

� Soit G un groupe de Lie linéaire. On lui associe son algèbre de Lie, qui est l'ensemble

g = {X ∈Mn(R)/∀t ∈ R, exp(tX) ∈ G}.

Remarque : Un sous-groupe fermé de GLn(C) est un groupe de Lie linéaire car GLn(C)
peut-être vu comme un sous-groupe fermé de GL2n(R). En e�et, le C-espace vecto-
riel Cn est un R-espace vectoriel de dimension 2n : si (e1, . . . , en) est une base de Cn,
(e1, ie1, . . . , en, ien) est une base de Cn comme R-espace vectoriel. Alors, à une matrice
de GLn(C), qui correspond à un C-automorphisme de Cn, on peut associer la matrice
de cet automorphisme dans la base précédente de Cn comme R-espace vectoriel, qui sera
dans GL2n(R). De plus, cette injection de GLn(C) dans GL2n(R) réalise GLn(C) comme
un sous-groupe fermé de GL2n(R).

L'algèbre de Lie d'un groupe de Lie linéaire possède les propriétés données dans le
théorème suivant :

Théorème 1.2. L'ensemble g est un sous-espace vectoriel réel de Mn(R) et, pour tous

X,Y ∈ g, on a [X,Y ] = XY − Y X ∈ g.
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Démonstration. On ne la fera pas ici, elle peut être trouvée dans le livre de Faraut [2],
page 41.

Plus généralement, une algèbre de Lie est un espace vectoriel sur R (on parle alors
d'algèbre de Lie réelle) ou sur C (complexe dans ce cas), muni d'une application bili-
néaire :

g× g −→ g
(X,Y ) 7−→ [X,Y ]

antisymétrique et telle que

∀X,Y, Z ∈ g, [X, [Y,Z]] = [[X,Y ], Z] + [Y, [X,Z]].

Cette relation est appelée l'identité de Jacobi.

Exemples :

� L'espace vectoriel Mn(R) muni de (X,Y ) 7−→ [X,Y ] = XY − Y X est une algèbre
de Lie. Cet espace est alors noté gln(R).

� Si G est un groupe de Lie linéaire (donc sous-groupe fermé de GLn(R)), alors
l'ensemble g dé�ni précédemment est une sous-algèbre de Lie de Mn(R).

� L'algèbre de Lie de GLn(R) est Mn(R).
� L'algèbre de Lie de SLn(C) est sln(C) = {X ∈Mn(C)/ tr(X) = 0}.
Démontrons ceci :

X ∈ sln(C) ⇔ ∀t ∈ R, det(exp(tX)) = 1

⇔ ∀t ∈ R, et·tr(X) = 1
⇔ tr(X) = 0

D'où l'expression annoncée pour sln(C).
� L'algèbre de Lie de SU2 est su2 = {X ∈ M2(C)/tX + X = 0 et tr(X) = 0} ={[

ia b+ ic
−b+ ic −ia

]
; a, b, c ∈ R

}
.

1.3 Représentations

On va maintenant pouvoir dé�nir la notion de représentation d'un groupe topologique,
ainsi que celle de représentation d'une algèbre de Lie. On fera ensuite le lien entre les
deux grâce à la notion de représentation dérivée, qui nous sera très utile lorsque nous
nous intéresserons aux représentations irréductibles de SU2.
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1.3.1 Premières dé�nitions sur les représentations

Dé�nition 1.4. � Soient G un groupe topologique et V un espace vectoriel de dimen-

sion �nie sur R ou C. Une représentation de G dans V est un morphisme continu

de groupes

π : G −→ GL(V ).

� Un sous-espace vectoriel W de V est dit invariant si, pour tout g ∈ G, π(g)W = W .

Dans ce cas, g 7−→ π(g)|W est une représentation de G dans W . On dit que c'est

une sous-représentation de π.
� La représentation π est dite irréductible si ses seuls sous-espaces invariants sont

{0} et V .
� Soient π1 et π2 deux représentations de G respectivement dans V1 et V2. On dit

qu'un morphisme d'espaces vectoriels A : V1 −→ V2 est un opérateur d'entrelace-

ment, ou morphisme de représentations (on dit aussi que A entrelace les représen-

tations π1 et π2) lorsque

∀g ∈ G,Aπ1(g) = π2(g)A.

Quand il existe un isomorphisme véri�ant cela, les représentations π1 et π2 sont

dites équivalentes.

On parlera aussi dans la suite d'autres objets provenant d'une représentation : les
coe�cients matriciels. Ceux des représentations de SU2 nous permettront plus tard de
faire apparaître les polynômes de Jacobi.

Dé�nition 1.5. � Soit π une représentation d'un groupe G dans un espace vectoriel

de dimension �nie V . Soit (e1, . . . , en) une base de V . Alors, pour tout g ∈ G,
l'application linéaire π(g) possède une matrice (πi,j(g))16i,j6n dans cette base, c'est-
à-dire que, pour tout j ∈ {1, . . . , n},

π(g)ej =
n∑
i=1

πi,j(g)ei.

Pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, πi,j est une fonction dé�nie sur G et à valeurs dans

R ou C, selon si V est un espace vectoriel réel ou complexe. Les πi,j sont appelés
les coe�cients matriciels (relativement à la base (e1, . . . , en)) de la représentation

π.
� Si l ∈ V ∗ et v ∈ V , on appelle également coe�cient matriciel (généralisé) la

fonction

g 7−→ l(π(g)v).

Cette fonction est une combinaison linéaire des πi,j, et ce quelle que soit la base

(e1, . . . , en) choisie.

Nous allons donner une dernière dé�nition dans ce paragraphe : celle d'une représen-
tation unitaire.
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Dé�nition 1.6. Soient G un groupe et V un C-espace vectoriel de dimension �nie muni

d'un produit hermitien 〈., .〉. Une représentation π de G sur V est dite unitaire si, pour

tout g ∈ G, π(g) est un opérateur unitaire sur V , c'est-à-dire si

∀v, w ∈ V,∀g ∈ G, 〈π(g)v, π(g)w〉 = 〈v, w〉.

Remarque : Reprenons les notations de la dé�nition. Soit de plus (e1, . . . , en) une base
orthonormale de V . Notons (πi,j)i,j∈{1,...,n} les coe�cients matriciels de π dans cette base.
Alors, π est unitaire si seulement si la matrice (πi,j(g))i,j∈{1,...,n} est unitaire pour tout
g ∈ G, c'est-à-dire si et seulement si, pour tout g ∈ G, pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n},
πi,j(g) = πj,i(g

−1).
En e�et, la première équivalence est triviale car (πi,j)i,j∈{1,...,n} est la matrice de π(g) dans
la base (e1, . . . , en), qui est orthonormale. La seconde équivalence est due au fait qu'une
matrice A est unitaire si A−1 = tA et que, pour tout g ∈ G, π(g)−1 = π(g−1), ce qui se
traduit par la même égalité au niveau des matrices associées dans la base (e1, . . . , en).

1.3.2 Représentation dérivée

Dé�nition 1.7. Une représentation d'une algèbre de Lie g dans un espace vectoriel V
est une application linéaire ρ : g −→ End(V ) qui est un morphisme d'algèbre de Lie,

c'est-à-dire que

∀X,Y ∈ g, ρ([X,Y ]) = [ρ(X), ρ(Y )] = ρ(X)ρ(Y )− ρ(Y )ρ(X).

Remarque : on peut énoncer une dé�nition de l'équivalence entre deux représentations
d'une algèbre de Lie tout à fait analogue à celle énoncée pour deux représentations d'un
groupe topologique.

Voyons à présent comment on peut passer d'une représentation d'un groupe de Lie
linéaire à une représentation de son algèbre de Lie, ce qui nous sera très utile au moment
de déterminer toutes les représentations irréductibles de SU2. Cela nécessite tout d'abord
un résultat sur les sous-groupes à un paramètre d'un groupe topologique.

Dé�nition 1.8. Soit G un groupe topologique. Un sous-groupe à un paramètre de G est

un morphisme continu de groupes :

γ : (R,+) −→ G.

Théorème 1.3. Soit γ un sous-groupe à un paramètre de GLn(R). Alors, γ est de classe

C∞ et

∀t ∈ R, γ(t) = exp(tA)

où A = γ′(0).
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Démonstration. On ne la fera pas ici, elle peut être trouvée dans le livre de Faraut [2],
page 40.

On peut maintenant introduire la notion de représentation dérivée. Soient G un
groupe de Lie linéaire d'algèbre de Lie g et V un espace vectoriel de dimension �nie.
Soit π une représentation continue de G dans V .
Alors, pour tout X ∈ g, γX : t 7−→ π(exp(tX)) est un sous-groupe à un paramètre de
GL(V ), et donc dérivable d'après le théorème précédent.

Dé�nition 1.9. On pose
dπ : g −→ End(V )

X 7−→ γ′X(0)
.

La représentation dπ (nous allons montrer que c'en est une) est appelée la représentation

dérivée de π.

Montrons que dπ est une représentation de g dans V :
Par le théorème énoncé sur les sous-groupes à un paramètre, on a,

∀X ∈ g, π(exp(X)) = exp(dπ(X)).

D'après la dé�nition de dπ, on a, pour tous t ∈ R, X ∈ g, dπ(tX) = tdπ(X).
De plus, on a, d'après le corollaire II-2.4 de Faraut [2],

π(exp t(X + Y )) = lim
k→∞

(
π

(
exp

tX

k

)
π

(
exp

tY

k

))k
= lim

k→∞

(
exp

dπ(tX)

k
exp

dπ(tY )

k

)k
= exp(dπ(tX) + dπ(tY ))
= exp(tdπ(X) + tdπ(Y ))

Ce qui donne, en dérivant en t = 0 :

dπ(X + Y ) = dπ(X) + dπ(Y ).

En�n,
π(exp(tgY g−1)) = π(g)π(exp tY )π(g−1).

D'où, en dérivant en t = 0 :

dπ(gY g−1) = π(g)dπ(Y )π(g−1).

Et, en posant g = exp sX et en dérivant en s = 0 :

dπ([X,Y ]) = dπ(X)dπ(Y )− dπ(Y )dπ(X).

Ainsi, dπ est bien un morphisme d'algèbres de Lie, et donc une représentation.
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1.3.3 Lemme de Schur

Nous allons à présent citer un résultat qui est assez rapide à obtenir et qui nous
permettra de démontrer, au paragraphe suivant, les relations d'orthogonalité de Schur.

Théorème 1.4. (Lemme de Schur)

(i) Soient π1 et π2 deux représentations irréductibles d'un groupe topologique G respecti-

vement dans V1 et V2, deux espaces vectoriels de dimension �nie. Soit A : V1 −→ V2 une

application linéaire qui entrelace les représentations π1 et π2, c'est-à-dire que

∀g ∈ G,Aπ1(g) = π2(g)A.

Alors, A = 0 ou est un isomorphisme.

(ii) Soit π une représentation irréductible C-linéaire d'un groupe topologique G dans un

espace vectoriel complexe V de dimension �nie. Soit A un endomorphisme de V qui

commute avec la représentation π, c'est-à-dire que

∀g ∈ G,Aπ(g) = π(g)A.

Alors, il existe λ ∈ C tel que A = λI (où I désigne l'identité de V ).

Démonstration. (i) Soient g ∈ G, x ∈ ker(A). Alors,

A(π1(g)x) = π2(g)(Ax) = π2(g)(0) = 0 (car π2(g) est un endomorphisme de V )

Donc π1(g)x ∈ ker(A), i.e. ker(A) est un sous-espace invariant de π1, qui est irréductible.
Ainsi, ker(A) = {0} ou V1.
De même, on montre que Im(A) est un sous-espace invariant de π2, et donc que
Im(A) = {0} ou V2.
On en déduit que A = 0 ou A est un isomorphisme.
(ii) A possède au moins une valeur propre complexe (son polynôme caractéristique pos-
sède une racine sur C), notée λ. Alors, A − λI n'est pas un isomorphisme. Or, A − λI
commute avec la représentation π (car c'est le cas pour A et pour I), donc, en appliquant
le (i), et comme A− λI n'est pas un isomorphisme, on a A− λI = 0, i.e. A = λI.

1.3.4 Relations d'orthogonalité de Schur

Nous allons à présent pouvoir énoncer, puis démontrer (à l'aide du lemme de Schur)
les relations d'orthogonalité de Schur. Celles-ci nous seront utiles dans le paragraphe
faisant le lien entre les coe�cients matriciels d'une certaine représentation et les poly-
nômes de Jacobi, a�n de donner une preuve, issue de la théorie des représentations, de
l'orthogonalité de cette famille de polynômes.
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Théorème 1.5. Soit π une représentation C-linéaire unitaire irréductible d'un groupe

compact G dans un espace hermitien H de dimension d. On note µ la mesure de Haar

normalisée (i.e. telle que µ(G) = 1) de G. Alors, pour tous u, v ∈ H,∫
G
|〈π(g)u|v〉|2µ(dg) =

1

d
‖u‖2‖v‖2

et, pour tous u, v, u′, v′ ∈ H,∫
G
〈π(g)u|v〉〈π(g)u′|v′〉µ(dg) =

1

d
〈u|u′〉〈v|v′〉.

Démonstration. Soit v ∈ H. On pose l'opérateur Kv de H dé�ni par :

Kv : H −→ H

w 7−→
∫
G
〈w|π(g)v〉π(g)v µ(dg)

Alors, Kv commute avec la représentation π. En e�et, pour tout w ∈ H, pour tout
g0 ∈ G,

Kv(π(g0)w) =

∫
G
〈π(g0)w|π(g)v〉π(g)v µ(dg)

=

∫
G
〈w|π(g−10 g)v〉π(g)v µ(dg) (car π est unitaire)

=

∫
G
〈w|π(g)v〉π(g0g)v µ(dg) (par invariance de µ)

= π(g0)Kv(w).

Ainsi, d'après le lemme de Schur, il existe λ(v) ∈ C tel que Kv = λ(v)I (I désigne
l'identité de H). On a donc, pour tout u ∈ H,

〈Kv(u)|u〉 = 〈
∫
G
〈u|π(g)v〉π(g)v µ(dg)|u〉

=

∫
G
〈π(g)v|u〉〈π(g)v|u〉 µ(dg)

=

∫
G
|〈π(g)v|u〉|2 µ(dg)

et, d'autre part,
〈Kv(u)|u〉 = λ(v)〈u|u〉 = λ(v)‖u‖2.

En échangeant les rôles de u et v (et grâce à l'invariance de µ), on obtient ainsi :

∀u, v ∈ H,λ(u)‖v‖2 = λ(v)‖u‖2,

donc u 7→ λ(u)

‖u‖2
(pour u 6= 0H) est constante et il existe λ0 ∈ C tel que λ(u) = λ0‖u‖2

pour tout u ∈ H (on a λ(0H) = 0).
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Soit (e1, . . . , ed) une base orthonormale de H. On a alors, pour tout u ∈ H, pour tout
g ∈ G,

d∑
i=1

|〈π(g)u|ei〉|2 = ‖π(g)u‖2 = ‖u‖2 (car π est unitaire).

On intègre cette égalité sur G. Comme µ est normalisée,

∀u ∈ H, ‖u‖2 =

d∑
i=1

∫
G
|〈π(g)u|ei〉|2µ(dg) = dλ0‖u‖2.

On en déduit que λ0 =
1

d
. Finalement, on peut conclure :

∀u, v ∈ H,
∫
G
|〈π(g)u|v〉|2µ(dg) =

1

d
‖u‖2‖v‖2.

La seconde égalité annoncée se déduit de celle-ci par polarisation.

En�n, on peut obtenir, à partir du lemme de Schur, un autre résultat qui concerne
cette fois deux représentations non équivalentes d'un même groupe :

Théorème 1.6. Soient π et π′ deux représentations unitaires et irréductibles mais non

équivalentes d'un groupe compact G dans deux espaces hermitiens H et H ′. Alors, pour
tous u, v ∈ H,u′, v′ ∈ H ′, ∫

G
〈π(g)u|v〉〈π′(g)u′|v′〉µ(dg) = 0

Démonstration. Soit A : H −→ H ′ une application linéaire. On pose :

A1 =

∫
G
π′(g−1)Aπ(g)µ(dg).

L'application A1 : H −→ H ′ est alors linéaire. De plus, pour tout g0 ∈ G,

A1 ◦ π(g0) =

∫
G
π′(g−1)Aπ(gg0)µ(dg)

=

∫
G
π′((gg−10 )−1)Aπ(g)µ(dg)

=

∫
G
π′(g0g

−1)Aπ(g)µ(dg)

= π′(g0) ◦A1

.

L'application linéaire A1 entrelace donc les représentations π et π′. Ainsi, par le lemme
de Schur, comme A1 ne peut être un isomorphisme (π et π′ n'étant pas équivalentes),
A1 = 0. Donc, pour tous u ∈ H,u′ ∈ H ′,∫

G
〈π′(g−1)Aπ(g)u|u′〉µ(dg) = 〈A1(u)|u′〉 = 0
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i.e. ∫
G
〈Aπ(g)u|π′(g)u′〉µ(dg) = 0.

Soient v ∈ H, v′ ∈ H ′. Appliquons ceci pour A : u 7→ 〈u|v〉v′ : pour tout g ∈ G, pour
tout u ∈ H, Aπ(g)u = 〈π(g)u|v〉v′ et donc, pour tous u ∈ H,u′ ∈ H ′,∫

G
〈π(g)u|v〉〈π′(g)u′|v′〉µ(dg) = 0.

1.3.5 Théorèmes de Peter-Weyl et de Plancherel

On va maintenant ajouter deux nouveaux résultats sur les représentations de groupes
compacts : le théorème de Peter-Weyl et celui de Plancherel.

Théorème 1.7. (Peter-Weyl) Soit G un groupe compact. On note Ĝ l'ensemble des

classes d'équivalence de représentations unitaires irréductibles de G. Pour tout λ ∈ Ĝ,
soitMλ l'espace vectoriel engendré par les coe�cients (qui sont des applications G −→ C)
d'une représentation quelconque de la classe d'équivalence λ. On a alors :

L2(G) =
⊕̂
λ∈Ĝ

Mλ,

où
⊕̂
λ∈Ĝ

Mλ est l'adhérence dans L2(G) de

M =
⊕
λ∈Ĝ

Mλ,

qui est l'espace vectoriel des combinaisons linéaires �nies de coe�cients de représenta-

tions unitaires irréductibles de G.

Démonstration. Par le théorème 1.6., les sous-espacesMλ sont deux à deux orthogonaux.
Il nous reste à montrer que l'adhérence deM est bien tout L2(G). Pour cela, on note

H =
⊕̂
λ∈Ĝ

Mλ et H0 = H⊥

(H0 est alors fermé), et on veut montrer que H0 = {0}.
Montrons le par l'absurde : on suppose que H0 6= {0}. Posons la représentation R de G
dans L2(G), dé�nie par :

∀g ∈ G, ∀f ∈ L2(G), R(g)f : x 7−→ f(xg).
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L'espace H0 est alors invariant par cette représentation. En e�et, si f ∈ H0, alors, pour
tout g0 ∈ G, pour tout c, coe�cient matriciel de représentation unitaire et irréductible
de G (donc élément d'unMλ),∫

G
(R(g0)f)(g)c(g)µ(dg) =

∫
G
f(g)c(gg−10 )µ(dg) =

∫
G
f(g)c(g)µ(dg)c(g−10 ) = 0

donc, par combinaison linéaire (�nie) puis en passant à l'adhérence, 〈R(g0)f |h〉 = 0 pour
tout h ∈ H et donc R(g0)f ∈ H0.
Ainsi, en utilisant le théorème VI-3.2. de Faraut [2], H0 contient un sous-espace fermé
H1 6= {0} de dimension �nie 1, invariant par R et irréductible. La restriction de R à H1

étant irréductible, elle appartient à l'une des classes : λ. Soit f ∈ H1 \ {0}. On pose

F : g 7−→ 〈R(g)f |f〉.

Comme f ∈ H1, on a alors F ∈Mλ. Montrons que F est également orthogonale àMλ :
Soient (π, V ) une représentation de la classe λ et u, v ∈ V . Alors,∫

G
F (g)〈π(g)u|v〉µ(dg) =

∫
G

∫
G
f(xg)f(x)〈π(g)u|v〉µ(dg)µ(dx)

=

∫
G
f(x)

(∫
G
f(g′)〈π(g′)u|π(x)v〉µ(dg′)

)
µ(dx)

(en posant g′ = xg et car π(x) est unitaire pour tout x ∈ G)
= 0 (car f ∈ H0 et donc est orthogonale à tout coe�cient
de la représentation π)

Ainsi F est orthogonale àMλ et donc F = 0. Or,

F (e) =

∫
G
|f(x)|2µ(dx),

donc f = 0. Absurde.
D'où H0 = {0} et H = L2(G).

En�n, pour conclure cette partie de généralités, énonçons un dernier résultat, qui est
une conséquence directe du théorème de Peter-Weyl et des relations d'orthogonalité de
Schur.

Dé�nissons tout d'abord une norme (appelée norme de Hilbert-Schmidt) sur L(H), où
H est un espace de Hilbert de dimension �nie : si A ∈ L(H) a pour matrice (ai,j)16i,j6n
dans une base orthonormée (e1, . . . , en) de H, on pose

|||A|||2 = tr(AA∗) =

n∑
i,j=1

|ai,j |2.

1. L'idée est que, dans une représentation d'un groupe compact, un vecteur non nul engendre une

sous-représentation de dimension �nie. Cela se montre à l'aide de la notion d'opérateur compact.
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On reprend à présent les hypothèses et les notations du théorème de Peter-Weyl énoncé
précédemment et, pour tout λ ∈ Ĝ, on choisit un représentant (πλ,Hλ). On note éga-
lement dλ la dimension de Hλ et on dé�nit, si f est une fonction intégrable sur G, son
coe�cient de Fourier comme étant l'opérateur de l'espace Hλ

f̂(λ) =

∫
G
f(g)πλ(g−1)µ(dg).

Théorème 1.8. (Plancherel) Soit f ∈ L2(G). Alors, f est égale à la somme de sa série

de Fourier :

∀g ∈ G, f(g) =
∑
λ∈Ĝ

dλ tr(f̂(λ)πλ(g)),

la convergence ayant lieu au sens de L2 (en moyenne quadratique).

De plus, ∫
G
|f(g)|2µ(dg) =

∑
λ∈Ĝ

dλ|||f̂(λ)|||2.

14



2 Représentations de SU2 et polynômes de Jacobi

Après cette première partie de généralités, nous allons pouvoir appliquer les notions
exposées au cas d'un groupe particulier, qui est SU2. Rappelons-en la dé�nition : il s'agit
du sous-groupe de GL2(C) constitué des matrices g telles que tg.g = Id et det g = 1. On
véri�e sans di�culté que ce sont les matrices de la forme[

α β

−β α

]
,

où α, β ∈ C sont tels que |α|2 + |β|2 = 1.
Il n'est pas non plus compliqué de voir que le groupe SU2 est compact : par l'expression
qui précède des éléments de ce groupe, SU2 est homéomorphe à la sphère unité de C2,
donc à celle de R4 : S3. D'où la compacité.

2.1 Mesure de Haar sur SU2

On aura besoin, dans la partie sur les polynômes de Jacobi, d'une expression explicite
de la mesure de Haar sur SU2. On va pour cela utiliser ce que l'on vient de voir : le fait
que SU2 est homéomorphe à la sphère unité de C2, et donc à S3, la sphère unité de
R4. Par cet homéomorphisme, une multiplication à gauche par un élément �xé de SU2

correspond à une rotation de S3 (par rotation en dimension 4, on veut simplement dire
un élément de SO4 ; cela se véri�e sans problème par un calcul). Ainsi, pour obtenir la
mesure de Haar sur SU2, il nous faut une mesure invariante par rotation sur S3, que l'on
normalisera ensuite.

Une telle mesure ω véri�e, pour toute fonction f continue et à support compact sur
R4, et en notant λ la mesure de Lebesgue sur R4 :∫

R4

fdλ =

∫ ∞
0

(∫
S3

f(rξ)dω(ξ)

)
r3dr.

Utilisons à présent les coordonnées suivantes sur R4 :

(x1, x2, x3, x4) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ cosψ, r cos θ sinψ),

où r > 0, 0 6 θ 6
π

2
et ϕ,ψ ∈ [0, 2π[. On remarque que, si r = 1, x1 + ix2 = sin θeiϕ

et x3 + ix4 = cos θeiψ. Cela montre que ces coordonnées correspondent simplement à
prendre les coordonnées (sin θeiϕ, cos θeiψ) sur la sphère unité de C2.
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On obtient alors, avec ce changement de variables :∫
R4

f(x1, x2, x3, x4)dx1dx2dx3dx4

=

∫ ∞
r=0

∫ π/2

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2π

ψ=0
f(r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ cosψ, r cos θ sinψ)

× r3 sin θ cos θdrdθdϕdψ.

Ce qui nous donne, pour toute fonction F continue sur la sphère unité de C2,∫
{(z1,z2)∈C2/|z1|2+|z2|2=1}

Fdω =

∫ π/2

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2π

ψ=0
F (sin θeiϕ, cos θeiψ) sin θ cos θdθdϕdψ.

Et donc, via l'homéomorphisme entre cette sphère unité et SU2, et en normalisant (i.e.
de manière à ce que la mesure de SU2 soit 1), la mesure de Haar µ sur SU2 véri�e, pour
toute fonction f continue sur SU2,∫

SU2

fdµ =
1

2π2

∫ π/2

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2π

ψ=0
f

([
sin θeiϕ − cos θe−iψ

cos θeiψ sin θe−iϕ

])
sin θ cos θdθdϕdψ.

C'est cette expression que nous utiliserons lors du paragraphe 2.4.4.

2.2 Représentations irréductibles de dimension �nie de sl2(C)

Notre but est maintenant d'obtenir les représentations irréductibles de dimension
�nie du groupe SU2. On va d'abord s'intéresser à l'algèbre de Lie complexe sl2(C) et aux
représentations irréductibles de celle-ci. La raison en est que sl2(C) est l'algèbre de Lie
complexi�ée de l'algèbre de Lie réelle su2, c'est-à-dire que tout élément de sl2(C) s'écrit,
et ce de manière unique, X + iY , où X,Y ∈ su2 (ce qui revient à dire que le C-espace
vectoriel engendré par su2 est sl2(C)).

2.2.1 Des représentations de sl2(C) dans un espace de polynômes

Soit m entier supérieur ou égal à 1. On va dé�nir une représentation de SL2(C) dans
l'ensemble des polynômes de deux variables X et Y à coe�cients complexes homogènes
de degré m. Il s'agit de l'ensemble

Pm =

{
m∑
k=0

akX
kY m−k, a0, ..., am ∈ C

}
.

Cet ensemble est un espace vectoriel de dimension m+ 1. Dans ce qui suit on confondra
polynôme et fonction polynomiale associée, et tout élément de Pm pourra donc être vu
comme une fonction f : C2 −→ C.

16



Le groupe SL2(C) agit sur Pm : si on identi�e C2 avec M1,2(C) et que l'on fait agir
SL2(C) à droite sur C2 par

∀g ∈ SL2(C),∀v ∈ C2, g.v = vg,

on en déduit une action à gauche de SL2(C) sur Pm par,

∀f ∈ Pm, ∀g ∈ SL2(C),∀v ∈ C2, g.f(v) = f(vg).

Cette action nous donne un morphisme (et donc une représentation)

πm : SL2(C) −→ GL(Pm)

tel que, pour tout g =

[
a b
c d

]
∈ SL2(C),

πm(g) : Pm −→ Pm
f 7−→ ((u, v) 7−→ f(au+ cv, bu+ dv))

c'est-à-dire que, pour tous f ∈ Pm, (u, v) ∈ C2, (πm(g)f)(u, v) = f(au+ cv, bu+ dv).

L'objectif étant d'étudier la représentation dérivée de πm (notée ρm) de sl2(C) dans
Pm, nous allons utiliser la base suivante de sl2(C) :

H =

[
1 0
0 −1

]
, E =

[
0 1
0 0

]
, F =

[
0 0
1 0

]
.

On remarque que ces trois matrices véri�ent :

[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F , et [E,F ] = H.

Donnons également une base de Pm, qui nous sera utile par la suite : B = (Pi)06i6m, où,
∀i ∈ {0, ...,m}, Pi = XiY m−i.

Il su�t de calculer ρm(E), ρm(F ) et ρm(H) pour connaître ρm. On rappelle que
ρm = dπm : X 7−→ γ′X(0), où γX : t 7−→ πm(exp(tX)).
Calcul pour H :

∀t ∈ R,∀f ∈ Pm,∀(u, v) ∈ C2, (πm(exp tH)f)(u, v) = (πm(

[
et 0
0 e−t

]
)f)(u, v)

= f(etu, e−tv)

La dérivée de cette dernière expression par rapport à t est :

etu
∂f

∂u
(etu, e−tv)− e−tv∂f

∂v
(etu, e−tv)
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et donc, en t = 0 :

(ρm(H)f)(u, v) = u
∂f

∂u
(u, v)− v∂f

∂v
(u, v).

Déterminons maintenant la matrice de ρm(H) dans la base B de Pm :
∀i ∈ {0, ...,m},∀(u, v) ∈ C2, (ρm(H)Pi)(u, v) = uiui−1vm−i − v(m− i)uivm−i−1

= (2i−m)Pi(u, v)
Ainsi, ∀i ∈ {0, ...m}, ρm(H)Pi = (2i −m)Pi et on en déduit la matrice de ρm(H) dans
la base B : 

−m
2−m (0)

. . .

(0) m− 2
m

 .

Calcul pour E :

Cette fois, on a E2 = (0) et donc ∀t ∈ R, exp(tE) =

[
1 0
0 1

]
+

[
0 t
0 0

]
=

[
1 t
0 1

]
. D'où :

∀t ∈ R,∀f ∈ Pm,∀(u, v) ∈ C2, (πm(exp tE)f)(u, v) = (πm(

[
1 t
0 1

]
)f)(u, v)

= f(u, tu+ v)
.

Ce qui donne, en dérivant en t = 0 :

(ρm(E)f)(u, v) = u
∂f

∂v
(u, v).

Pour obtenir la matrice de ρm(E), on calcule ρm(E)Pi pour i ∈ {0, ...,m} :
∀i ∈ {0, ...,m − 1}, (ρm(E)Pi)(u, v) = u(m − i)uivm−i−1 = (m − i)Pi+1(u, v) donc
ρm(E)Pi = (m− i)Pi+1. De plus, ρm(E)Pm = 0.
On en déduit la matrice de ρm(E) dans la base B :

0
m 0 (0)

. . .
. . .

(0) 2 0
1 0

 .

Calcul pour F :

Cette fois, ∀t ∈ R, exp(tF ) =

[
1 0
t 1

]
, donc,
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∀t ∈ R, ∀f ∈ Pm, ∀(u, v) ∈ C2, (πm(exp tF )f)(u, v) = f(u+ tv, v) et :

(ρm(F )f)(u, v) = v
∂f

∂u
(u, v).

Ainsi, ∀i ∈ {1, ...,m}, (ρm(F )Pi)(u, v) = viui−1vm−i = iPi−1(u, v) donc
ρm(F )Pi = iPi−1. De plus, ρm(F )P0 = 0.
On en déduit la matrice de ρm(F ) dans la base B :

0 1
0 2 (0)

. . .
. . .

(0) 0 m
0

 .

Proposition 2.1. La représentation ρm est irréductible.

Démonstration. Pour le montrer, prenons W un sous-espace invariant de Pm non réduit
à zéro. Il s'agit de montrer que W = Pm. L'application ρm(H) ∈ GL(Pm) et on a
ρm(H)W = W car W est invariant. De plus, on a vu que ρm(H) était diagonalisable
(car sa matrice dans la base B est diagonale), donc sa restriction à W l'est également, et
donc cette restriction admet au moins une valeur propre.
Ainsi, W contient au moins un sous-espace propre de ρm(H). Ces sous-espaces propres
étant dirigés par les Pi, il existe i ∈[0,m]tel que Pi ∈ W . Mais W est aussi stable par

ρm(F ), donc, si i > 0, Pi−1 =
1

i
ρm(F )Pi ∈ W et donc, par récurrence (�nie), ∀j < i,

Pj ∈W . De même, W est stable par ρm(E) donc, si i < m, Pi+1 =
1

m− i
ρm(E)Pi ∈W

et donc, ∀j > i, Pj ∈W .
Ainsi, W contient tous les Pj , qui forment une base de Pm. Donc W = Pm.

2.2.2 Les ρm sont les seules représentations irréductibles de sl2(C)

On a donc construit une représentation irréductible ρm de sl2(C) dans Pm. Il va
maintenant s'agir de démontrer que ces ρm (m > 1) sont les seules représentations
irréductibles de sl2(C).

Théorème 2.2. Toute représentation C-linéaire irréductible de dimension �nie de sl2(C)
est équivalente à l'une des représentations ρm.

Démonstration. Soit ρ une telle représentation, dans un espace vectoriel complexe de
dimension �nie noté V . Montrons qu'il existe m > 1 tel que ρ est équivalente à ρm :
ρ(H) possède au moins une valeur propre (car ρ(H) ∈ GL(V ) et V est un C-espace
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vectoriel, donc le polynôme caractéristique de ρ(H) possède au moins une racine), et au
plus dim(V ). Soient λ0 une valeur propre de ρ(H) de partie réelle minimale et ϕ0 un
vecteur propre associé.
On va construire une suite (ϕk)k∈N telle que, ∀k ∈ N, si ϕk n'est pas nul, alors c'est un
vecteur propre de ρ(H).
On pose, ∀k > 1, ϕk = ρ(E)kϕ0. Montrons par récurrence que, ∀k ∈ N, ρ(H)ϕk =
(λ0 + 2k)ϕk :

� pour k = 0 : on a ρ(H)ϕ0 = λ0ϕ0 par dé�nition de ϕ0.
� soit k ∈ N quelconque �xé. On suppose que ρ(H)ϕk = (λ0 + 2k)ϕk. Alors,

ρ(H)ϕk+1 = ρ(H)ρ(E)ϕk
= ρ(E)ρ(H)ϕk + ρ([H,E])ϕk
= (λ0 + 2k)ρ(E)ϕk + 2ρ(E)ϕk
= (λ0 + 2(k + 1))ϕk+1.

Ainsi, on a bien ce qui était annoncé pour la suite (ϕk)k∈N. En particulier, s'ils ne sont
pas nuls, ces vecteurs sont linéairement indépendants (puisque vecteurs propres associés
à des valeurs propres distinctes). Donc, comme V est de dimension �nie, il existe m ∈ N∗
tel que, ∀k 6 m, ϕk 6= 0 et ϕm+1 = 0.
On pose à présent W le sous-espace de V engendré par ϕ0, ..., ϕm (donc de dimension
m+ 1). Montrons que W est un espace invariant :
Puisque ρ est un morphisme et (E,F,H) est une base de sl2(C), il su�t de montrer
que W est stable par ρ(E), ρ(F ) et ρ(H). ∀k ∈[0,m], on a ρ(H)ϕk = (λ0 + 2k)ϕk et
ρ(E)ϕk = ϕk+1, donc W est stable par ρ(H) et ρ(E).
De plus,

ρ(H)ρ(F )ϕ0 = ρ(F )ρ(H)ϕ0 + ρ([H,F ])ϕ0

= λ0ρ(F )ϕ0 − 2ρ(F )ϕ0

= (λ0 − 2)ρ(F )ϕ0.

Donc, si ρ(F )ϕ0 6= 0, alors c'est un vecteur propre de ρ(H) associé à la valeur propre
λ0−2. Or, λ0 est une valeur propre de ρ(H) de partie réelle minimale, donc ρ(F )ϕ0 = 0.
Montrons maintenant par récurrence que, ∀k > 1, ρ(F )ϕk = −k(λ0 + k − 1)ϕk−1 :

� pour k = 1 :
ρ(F )ϕ1 = ρ(F )ρ(E)ϕ0

= ρ(E)ρ(F )ϕ0 + ρ([F,E])ϕ0

= −ρ(H)ϕ0

= −λ0.

� soit k > 1 quelconque �xé. On suppose que ρ(F )ϕk = −k(λ0 + k − 1)ϕk−1. Alors,

ρ(F )ϕk+1 = ρ(F )ρ(E)ϕk
= ρ(E)ρ(F )ϕk + ρ([F,E])ϕk
= −k(λ0 + k − 1)ρ(E)ϕk−1 − ρ(H)ϕk
= (−k(λ0 + k − 1)− (λ0 + 2k))ϕk
= −(k + 1)(λ0 + k)ϕk.
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Ainsi, W est également stable par ρ(F ), et donc est bien invariant. Comme ρ est irré-
ductible, on a alors W = V .
Montrons de plus que λ0 = −m :
D'après ce que l'on vient de montrer sur ρ(F ), appliqué à k = m+ 1, on a :

ρ(F )ϕm+1 = −(m+ 1)(λ0 +m)ϕm

Or, par dé�nition de m, ϕm+1 = 0, donc ρ(F )ϕm+1 = 0, et ϕm 6= 0. Ainsi,
(m+ 1)(λ0 +m) = 0, d'où λ0 = −m.
On obtient donc au �nal :

∀k ∈ {0, . . . ,m}, ρ(H)ϕk = (2k −m)ϕk
ρ(E)ϕk = ϕk+1

ρ(F )ϕk = k(m− k + 1)ϕk−1 (et ρ(F )ϕ0 = 0).

On pose à présent l'application linéaire A : V −→ Pm dé�nie par, pour tout
k ∈ {0, . . . ,m}, Aϕk = ckPk, où c0 = 1 et ck = m(m− 1) . . . (m− k + 1) si 1 6 k 6 m.
On a :

∀k ∈ {0, . . . ,m}, A(ρ(H)ϕk) = A((2k −m)ϕk)
= ck(2k −m)Pk
= ckρm(H)Pk
= ρm(H)(ckPk)
= ρm(H)(Aϕk)

De même, pour tout k ∈ {0, . . . ,m}, on a

A(ρ(E)ϕk) = ρm(E)(Aϕk) et A(ρ(F )ϕk) = ρm(F )(Aϕk).

Ainsi, pour tout X ∈ sl2(C), A ◦ ρ(X) = ρm(X) ◦ A, c'est-à-dire A entrelace les repré-
sentations ρ et ρm, qui sont donc équivalentes.

2.3 Représentations irréductibles de dimension �nie de SU2

La restriction de la représentation πm (représentation de SL2(C)) à SU2 est une
représentation irréductible de SU2. En e�et, si un sous-espace W de Pm est invariant
par πm, alors il est aussi invariant par la représentation dérivée ρm. Or, cette dernière
est irréductible comme représentation de sl2(C), donc également comme représentation
de su2 (vu que sl2(C) est la complexi�ée de su2, tout sous-espace stable par su2 est, du
fait de la linéarité de ρm, stable par sl2(C)).Ainsi, le sous-espace W est trivial.

On peut même donner à présent, grâce aux résultats précédents sur sl2(C), un résultat
général sur toutes les représentations irréductibles (de dimension �nie) de SU2.
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Théorème 2.3. Soit π une représentation irréductible de SU2 dans un espace vectoriel

complexe V de dimension �nie. Alors, π est équivalente à une des représentations πm.

Démonstration. La représentation dπ est une représentation de su2 dans V . Elle s'étend
par linéarité en une représentation C-linéaire de sl2(C) dans V , que l'on va noter ρ (on
rappelle que le C-espace vectoriel engendré par su2 est sl2(C)).
Montrons que cette représentation ρ est irréductible :
SoitW 6= {0} un sous-espace de V invariant par ρ. Alors, si X ∈ su2,W est invariant par
ρ(X), et donc par exp ρ(X) (car W est alors invariant par les puissances successives de

ρ(X) et exp ρ(X) =

+∞∑
k=0

(ρ(X))k

k!
). Or, exp ρ(X) = π(expX) et, comme SU2 est connexe,

il est engendré par exp(su2) = {expY ;Y ∈ su2}. Ainsi,W est stable par {π(g); g ∈ SU2}
et donc invariant par π, qui est irréductible. Finalement, W = V et ρ est irréductible.
Alors, par le théorème précédent (1.4), il existe m > 1 tel que ρ est équivalente à la
représentation ρm. C'est-à-dire qu'il existe A : V −→ Pm un isomorphisme tel que, pour
tout X ∈ sl2(C),

A ◦ ρ(X) = ρm(X) ◦A.

C'est en particulier vrai pour tout élément de su2 et donc, par linéarité et continuité des
applications

GL(V ) −→ {isomorphismes V −→ Pm}
ϕ 7−→ A ◦ ϕ

et
GL(Pm) −→ {isomorphismes V −→ Pm}

ϕ 7−→ ϕ ◦A ,

(et car exp ρ(X) =
+∞∑
k=0

(ρ(X))k

k!
) on a, pour tout X ∈ su2,

A ◦ exp ρ(X) = exp ρm(X) ◦A, i.e. A ◦ π(expX) = πm(expX) ◦A.

D'où, en utilisant à nouveau le fait que exp(su2) engendre SU2, pour tout g ∈ SU2,

A ◦ π(g) = πm(g) ◦A.

Ainsi, π et πm sont équivalentes.

Remarque : Il est même possible de donner un résultat plus précis que celui-là : du fait
de la compacité de SU2, toute représentation irréductible de ce groupe est équivalente
à l'une des représentations πm (voir théorème 3.2.(ii) de Faraut [2]). Cela provient d'un
argument utilisé dans la preuve du théorème de Peter-Weyl : pour une représentation
d'un groupe compact, un vecteur non nul engendre une sous-représentation de dimension
�nie.

22



2.4 Coe�cients matriciels et polynômes de Jacobi

Nous allons maintenant calculer les coe�cients matriciels des représentations πm
étudiées précédemment (restreintes à SU2) et voir que l'on peut trouver des relations
intéressantes entre ces coe�cients et les polynômes de Jacobi. Cela pourra nous permettre
de montrer certaines propriétés des polynômes de Jacobi à l'aide des représentations.

2.4.1 Première expression des coe�cients matriciels

Commençons par introduire quelques nouvelles notations par rapport aux parties
précédentes.
On note toujours, lorsque

l ∈ N +
1

2
{0, 1} = {0, 1

2
, 1,

3

2
, . . .},

P2l l'espace vectoriel (de dimension 2l + 1) des polynômes homogènes de deux variables
de degré 2l. On introduit la base suivante de P2l : (e−l, e−l+1, . . . , el−1, el), où, pour tout
n ∈ {−l,−l + 1, . . . , l − 1, l},

en : (z1, z2) 7→
(

2l

l − n

) 1
2

zl−n1 zl+n2 .

On notera également à présent πl la représentation précédente (auparavant notée π2l)
dans l'espace P2l. On rappelle que, pour tous[
a b
c d

]
∈ SU2, f ∈ P2l,

πl
[
a b
c d

]
f : (z1, z2) 7→ f(az1 + cz2, bz1 + dz2).

Alors, en particulier, pour toute

[
a b
c d

]
∈ SU2, pour tout n ∈ {−l,−l + 1, . . . , l},

πl
[
a b
c d

]
en : (z1, z2) 7→

(
2l

l − n

) 1
2

(az1 + cz2)
l−n(bz1 + dz2)

l+n

Le coe�cient matriciel en m-ème ligne et n-ème colonne, noté πlm,n

[
a b
c d

]
, est, dans

l'expression qui précède, le coe�cient devant le monôme zl−m1 zl+m2 , divisé par

(
2l

l −m

) 1
2

.

Le polynôme de deux variables considéré étant homogène, il su�t de trouver le coe�cient
devant le monôme contenant zl−m1 . On pose donc z2 = 1.
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Par la formule de Taylor, le coe�cient de

(
2l

l − n

) 1
2

(az1 + c)l−n(bz1 + d)l+n devant zl−m1

est :
1

(l −m)!

dl−m

dzl−m1

((
2l

l − n

) 1
2

(az1 + c)l−n(bz1 + d)l+n

)∣∣∣∣∣
z1=0

.

D'où

πlm,n

[
a b
c d

]
=

(
(l +m)!

(l −m)!(2l)!

) 1
2 dl−m

dzl−m1

((
2l

l − n

) 1
2

(az1 + c)l−n(bz1 + d)l+n

)∣∣∣∣∣
z1=0

.

Le but recherché étant de trouver une relation entre ce coe�cient et l'un des polynômes
de Jacobi, on va rappeler une expression de ces derniers : lorsque i et j sont des réels
strictement supérieurs à −1 et k est un entier naturel,

P
(i,j)
k (x) =

(−1)k

2kk!
(1− x)−i(1 + x)−j

dk

dxk

(
(1− x)i+k(1 + x)j+k

)
.

On va donc e�ectuer, dans l'expression précédente de πlm,n

[
a b
c d

]
, un changement de

variable : posons y − 1 = 2b(az1 + c), i.e. y + 1 = 2a(bz1 + d) (car ad − bc = 1). On
obtient :

πlm,n

[
a b
c d

]
=

(
(l +m)!

(l −m)!(2l)!

) 1
2
(

2l

l − n

) 1
2

(2ab)l−m

× dl−m

dyl−m

((
y − 1

2b

)l−n(y + 1

2a

)l+n)∣∣∣∣∣
y=2bc+1

=

(
(l +m)!

(l −m)!(l − n)!(l + n)!

) 1
2

2−l−ma−m−nb−m+n

× dl−m

dyl−m

(
(y − 1)l−n(y + 1)l+n

)∣∣∣
y=2bc+1

.

On pose à présent x = −y et cela donne :

πlm,n

[
a b
c d

]
=

(
(l +m)!

(l −m)!(l − n)!(l + n)!

) 1
2

2−l−m(−1)l−ma−m−nb−m+n

× dl−m

dxl−m

(
(−x− 1)l−n(−x+ 1)l+n

)∣∣∣
x=−2bc−1

=

(
(l +m)!

(l −m)!(l − n)!(l + n)!

) 1
2

2−l−m(−1)−m−na−m−nb−m+n

× dl−m

dxl−m

(
(1 + x)l−n(1− x)l+n

)∣∣∣
x=−2bc−1

.
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2.4.2 Relation avec un polynôme de Jacobi

On a remarqué précédemment que SU2 était l'ensemble des matrices deM2(C) s'écri-
vant sous la forme [

α β

−β α

]
,

où α, β ∈ C sont tels que |α|2 + |β|2 = 1.
Pour une matrice comme celle-là, si on écrit α = aeiϕ et −β = beiψ, avec a, b > 0,

ϕ,ψ ∈ [0, 2π[, on a a2 + b2 = 1 et donc il existe θ ∈ [0,
π

2
] tel que a = sin θ et b = cos θ.

Ainsi, SU2 est l'ensemble des matrices de la forme[
sin θeiϕ − cos θe−iψ

cos θeiψ sin θe−iϕ

]
,

où θ ∈ [0,
π

2
], ϕ, ψ ∈ [0, 2π[.

Utilisons cela dans l'expression de la �n du paragraphe précédent :

πlm,n

[
sin θeiϕ − cos θe−iψ

cos θeiψ sin θe−iϕ

]
=

(
(l +m)!

(l −m)!(l − n)!(l + n)!

) 1
2

2−l−m(sin θ)−m−n

×(cos θ)−m+ne−i(m+n)ϕei(m−n)ψ
dl−m

dxl−m

(
(1 + x)l−n(1− x)l+n

)∣∣∣
x=cos 2θ

.

La �n du membre de droite nous incite à calculer ce que donne P
(m+n,m−n)
l−m (cos 2θ). On

a :

P
(m+n,m−n)
l−m (cos 2θ) =

(−1)l−m

2l−m(l −m)!
(1− cos 2θ)−m−n(1 + cos 2θ)−m+n

× dl−m

dxl−m

(
(1 + x)l−n(1− x)l+n

)∣∣∣
x=cos 2θ

=
(−1)l−m

2l−m(l −m)!
(2 sin2 θ)−m−n(2 cos2 θ)−m+n d

l−m

dxl−m

(
(1 + x)l−n(1− x)l+n

)∣∣∣
x=cos 2θ

=
(−1)l−m

(l −m)!
2−l−m(sin θ)−2(m+n)(cos θ)2(−m+n) d

l−m

dxl−m

(
(1 + x)l−n(1− x)l+n

)∣∣∣
x=cos 2θ

.

On remarque alors que l'on a obtenu :

Théorème 2.4. Pour tous l ∈ {0, 1

2
, 1,

3

2
, . . .},m, n ∈ {−l, . . . , l}, θ ∈ [0,

π

2
],

ϕ,ψ ∈ [0, 2π[,

πlm,n

[
sin θeiϕ − cos θe−iψ

cos θeiψ sin θe−iϕ

]
= (−1)l−m

(
(l +m)!(l −m)!

(l + n)!(l − n)!

) 1
2

(sin θ)m+n(cos θ)m−n

× e−i(m+n)ϕei(m−n)ψP
(m+n,m−n)
l−m (cos 2θ).

C'est la relation tant recherchée entre les coe�cients matriciels de notre représentation
πl et les polynômes de Jacobi.
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2.4.3 Utilisation des relations d'orthogonalité de Schur

Nous allons à présent devoir véri�er que les hypothèses nécessaires pour appliquer les
relations d'orthogonalité de Schur sont véri�ées.

� Le groupe SU2 est compact, on l'a déjà justi�é avant le paragraphe 2.1.
� Il faut que l'espace P2l, dans lequel la représentation πl est à valeurs, soit un
espace hermitien. Munissons le du produit hermitien tel que la base (e−l, . . . , el)
soit orthonormale (il est de dimension 2l + 1).

� Nous avons déjà vu que la représentation πl est irréductible, il ne nous reste plus
qu'à montrer le lemme suivant :
Lemme 2.5. Pour tout l ∈ N, la représentation πl est unitaire.

Démonstration. Il su�t de prouver que, pour tout g ∈ SU2, pour tout (m,n) ∈
{−l, . . . , l}2, πlm,n(g) = πln,m(g−1).

Soient m,n ∈ {−l, . . . , l}, soit
[
α β

−β α

]
∈ SU2. Alors,

[
α β

−β α

]−1
=

[
α −β
β α

]
.

De plus, d'après des formules précédentes sur les coe�cients matriciels (la dernière

du paragraphe 2.4.1. par exemple), πlm,n

[
α β

−β α

]
est un polynôme à coe�cients

réels en α et β, donc πlm,n

[
α β

−β α

]
= πlm,n

[
α β
−β α

]
. Il nous faut donc montrer

que πlm,n

[
α β
−β α

]
= πln,m

[
α −β
β α

]
.

Pour cela, revenons à la dé�nition des coe�cients matriciels : ils véri�ent, pour

tout

[
a b
c d

]
∈ SU2, pour tout n ∈ {−l, . . . , l},

πl
[
a b
c d

]
en =

l∑
m=−l

πlm,n

[
a b
c d

]
em

i.e., pour tout (z1, z2) ∈ C2,(
2l

l − n

) 1
2

(az1 + cz2)
l−n(bz1 + dz2)

l+n =
l∑

m=−l

(
2l

l −m

) 1
2

πlm,n

[
a b
c d

]
zl−m1 zl+m2 .

A�n d'obtenir une sorte de symétrie, multiplions cette relation par(
2l

l − n

) 1
2

wl−n1 wl+n2 , où (w1, w2) ∈ C2, et sommons sur n. Par la formule du binôme

de Newton, on obtient :

(az1w1 + bz1w2 + cz2w1 + dz2w2)
2l =

l∑
m,n=−l

(
2l

l −m

) 1
2
(

2l

l − n

) 1
2

πlm,n

[
a b
c d

]
× zl−m1 zl+m2 wl−n1 wl+n2

.
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Grâce à cette formule, on remarque qu'échanger les rôles de m et n revient à
échanger ceux de z1 et w1 d'une part et z2 et w2 d'autre part. D'après le membre

de gauche, cela revient à échanger b et c. On a donc, pour tout

[
a b
c d

]
∈ SU2, pour

tout (m,n) ∈ {−l, . . . , l}2,

πlm,n

[
a b
c d

]
= πln,m

[
a c
b d

]
.

Cela nous permet d'en déduire exactement ce que l'on voulait, et donc d'obtenir
l'unitarité de la représentation πl.

Maintenant que nous avons véri�é toutes les hypothèses nécessaires, nous pouvons
appliquer les relations d'orthogonalité de Schur à notre représentation πl. Utilisons-les
avec les vecteurs de notre base (e−l, . . . , el) qui, rappelons-le, est orthonormale pour le
produit hermitien choisi : pour tous (i, j), (m,n) ∈ {−l, . . . , l}2,∫

SU2

πli,j(g)πlm,n(g)µ(dg) =
1

2l + 1
δi,mδj,n.

De plus, si l 6= l′, alors πl et πl
′
ne sont pas équivalentes (car à valeurs dans deux espaces

de dimensions di�érentes) et donc, par le théorème 1.6., pour tous
(i, j) ∈ {−l, . . . , l}2, (m,n) ∈ {−l′, . . . , l′}2,∫

SU2

πli,j(g)πl′m,n(g)µ(dg) = 0.

En rassemblant ces deux égalités, on obtient les relations d'orthogonalité suivantes :

∀l, l′ ∈ N +
1

2
{0, 1},∀i, j ∈ {−l, . . . , l},∀m,n ∈ {−l′, . . . , l′},∫

SU2

πli,j(g)πl′m,n(g)µ(dg) =
1

2l + 1
δl,l′δi,mδj,n.

2.4.4 Relation d'orthogonalité pour les polynômes de Jacobi

On rappelle l'expression de la mesure de Haar sur SU2 établie au paragraphe 2.1. :
pour toute fonction f continue sur SU2,∫

SU2

fdµ =
1

2π2

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2π

ψ=0

∫ π
2

θ=0
f

[
sin θeiϕ − cos θe−iψ

cos θeiψ sin θe−iϕ

]
sin θ cos θdθdψdϕ.
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Utilisons ceci pour réécrire les relations d'orthogonalité du paragraphe précédent dans
un cas particulier ((i, j) = (m,n)) : pour tous l, l′ ∈ N + 1

2{0, 1},
m,n ∈ {−min(l, l′), . . . ,min(l, l′)},

2(l +m)!(l −m)!

(l + n)!(l − n)!

∫ π
2

0
(sin θ)2m+2n+1(cos θ)2m−2n+1P

(m+n,m−n)
l−m (cos 2θ)

×P (m+n,m−n)
l′−m (cos 2θ)dθ =

1

2l + 1
δl,l′ .

Sur [0,
π

2
], θ 7→ cos 2θ est injective. On peut donc e�ectuer le changement de variable

x = cos 2θ. On a cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 = 1− 2 sin2 θ, donc :

(l +m)!(l −m)!

(l + n)!(l − n)!22m+1

∫ 1

−1
(1−x)m+n(1+x)m−nP

(m+n,m−n)
l−m (x)P

(m+n,m−n)
l′−m (x)dx =

δl,l′

2l + 1
.

Théorème 2.6. Les polynômes de Jacobi véri�ent les relations d'orthogonalité sui-

vantes : pour tous i, j, a, b ∈ N,∫ 1

−1
P

(a,b)
i (x)P

(a,b)
j (x)(1− x)a(1 + x)bdx =

2a+b+1(a+ i)!(b+ i)!

(a+ b+ 2i+ 1)i!(a+ b+ i)!
δi,j .

Démonstration. Soient i, j, a, b ∈ N. La formule trouvée juste avant l'énoncé du théorème,

appliquée avec m =
a+ b

2
, n =

a− b
2

, l = i+
a+ b

2
et l′ = j +

a+ b

2
donne directement

le résultat. Montrons que l'on peut l'appliquer dans ce cas :
On a bien l, l′ ∈ N+ 1

2{0, 1}. Il reste à voir que −l 6 m 6 l, −l 6 n 6 l et la même chose
avec l′.
On a a+b+ i > 0 i.e. l+m > 0 et i > 0, i.e. l−m > 0. De même, a+ i > 0, i.e. l+n > 0,
et b+ i > 0, i.e. l − n > 0.
La même chose est valable en remplaçant l par l′ (cela remplace i par j) et les hypothèses
nécessaires sont donc véri�ées.
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3 Equation de la chaleur sur SU2

3.1 Opérateurs de Casimir et de Laplace sur SU2

3.1.1 Quelques résultats généraux

On va commencer, dans cette section, par dé�nir un opérateur di�érentiel ∆, qui est
appelé opérateur de Laplace. Mais, pour cela, il nous faut d'abord voir ce qu'est une
fonction de classe Ck sur un groupe de Lie linéaire G.

Dé�nition 3.1. Soit G un groupe de Lie linéaire. Une fonction f : g −→ C est dite de

classe C1 si

� pour tout g ∈ G et tout X ∈ g = Lie(G), la fonction t 7−→ f(g exp tX) est dérivable
en 0. On pose alors

(ρ(X)f)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

.

� l'application
g×G −→ C
(X, g) 7−→ (ρ(X)f)(g)

est continue.

On dé�nit ensuite par récurrence une fonction de classe Ck : f est dite de classe Ck sur

G si f est C1 et si, pour tout X ∈ g, ρ(X)f est de classe Ck−1.

On peut maintenant dé�nir cet opérateur de Laplace.

Dé�nition 3.2. Soit G un groupe de Lie linéaire dont l'algèbre de Lie g est munie d'une

structure euclidienne et d'une base orthonormée (X1, . . . , Xn). Soit f une fonction de

classe C2 sur G. On pose alors

∀x ∈ G,∆f(x) =

n∑
i=1

d2

dt2
f(x exp tXi)

∣∣∣∣
t=0

,

c'est-à-dire

∆ =

n∑
i=1

ρ(Xi)
2.

Remarque : L'opérateur di�érentiel ∆ ainsi dé�ni ne dépend pas de la base orthonor-
male choisie et l'opérateur −∆ est positif (pour le produit scalaire de L2(G)). Pour les
démonstrations de ceci (qui sont assez brèves), voir le livre de Faraut [2], pages 167-168.

Parlons à présent de l'opérateur de Casimir. Là encore, on s'appuiera sur ce qu'a fait
Faraut [2] pour éviter de démontrer certains résultats.
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Dé�nition 3.3. Soient g une algèbre de Lie munie d'un produit scalaire véri�ant

〈[X,Y ]|Z〉 = −〈Y |[X,Z]〉 pour tous X,Y, Z ∈ g et ρ une représentation de g dans un

espace vectoriel V . Si (X1, . . . , Xn) est une base orthonormée de g, l'opérateur de Casimir

Ωρ de la représentation ρ est alors dé�ni par

Ωρ =
n∑
i=1

ρ(Xi)
2.

Remarque : On peut voir dans le livre de Faraut [2] pages 125-126 qu'un tel produit
scalaire existe toujours lorsque g est l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie linéaire compact.

Proposition 3.1. La dé�nition qui précède ne dépend pas du choix de la base orthonor-

mée. De plus, l'opérateur Ωρ commute à la représentation ρ.

Démonstration. Elle peut être trouvée dans le livre de Faraut [2], pages 126-127.

Lemme 3.2. Soit G un groupe de Lie linéaire compact. L'opérateur de Laplace ∆ dé�ni

précédemment est alors hermitien.

Démonstration. Comme G est compact, il existe, d'après la remarque précédente, un
produit scalaire sur g véri�ant l'hypothèse de la dé�nition 1.3.. On note de plus µ la
mesure de Haar normalisée de G. Alors, pour tous f, ϕ ∈ C1(G), pour tout X ∈ g,∫

G

d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

ϕ(g)µ(dg) =
d

dt

∫
G
f(g exp tX)ϕ(g)µ(dg)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

∫
G
f(g)ϕ(g exp−tX)µ(dg)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
G
f(g)

d

dt
ϕ(g exp−tX)

∣∣∣∣
t=0

µ(dg)

c'est-à-dire
〈ρ(X)f |ϕ〉 = −〈f |ρ(X)ϕ〉

pour le produit scalaire de L2(G). Donc, si f, g ∈ C2(G),

〈∆f |ϕ〉 = 〈f |∆ϕ〉.

Proposition 3.3. Si ρ est une représentation irréductible C-linéaire de g dans un espace

vectoriel complexe V de dimension �nie, alors il existe κρ ∈ C tel que

Ωρ = −κρI.

Démonstration. Par la proposition précédente, Ωρ commute à la représentation ρ et donc,
par le lemme de Schur, on a la conclusion.

Donnons un dernier résultat un peu général avant d'utiliser tout cela dans le cas
particulier du groupe SU2.
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Proposition 3.4. Soient G un groupe de Lie linéaire connexe et π une représentation

irréductible de G dans un espace vectoriel complexe V de dimension �nie. On vient alors

de voir qu'il existe κπ ∈ C tel que Ωπ = −κπI. Soit f ∈ Mπ. Alors, f est une fonction

propre de l'opérateur de Laplace :

∆f = −κπf.

Démonstration. La fonction f est une combinaison linéaire de coe�cients de π, donc il
existe A ∈ L(V ) tel que

∀g ∈ G, f(g) = tr(Aπ(g)).

Donc, pour tout g ∈ G,

∆f(g) = tr(ΩπAπ(g)) = −κπf(g).

3.1.2 Application à SU2

On peut maintenant utiliser ce que l'on vient de voir dans le cas du groupe SU2,
sur lequel on a déjà vu pas mal de choses. Nous allons donc calculer une expression
explicite de l'opérateur de Casimir, ainsi que la valeur du coe�cient κ que nous avons
vu précédemment.

On rappelle qu'une base de su2 (l'algèbre de Lie du groupe SU2) est (X1, X2, X3), où

X1 =

[
i 0
0 −i

]
, X2 =

[
0 1
−1 0

]
, X3 =

[
0 i
i 0

]
.

On munit su2 du produit scalaire suivant :

∀X,Y ∈ su2, 〈X|Y 〉 =
1

2
tr(XY ∗) = −1

2
tr(XY ).

Ce produit scalaire véri�e la condition de la dé�nition 3.3. et (X1, X2, X3) est une base
orthonormée.

Proposition 3.5. Soit ρ une représentation de su2 dans un espace vectoriel complexe

V . Comme on l'a déjà vu, ρ se prolonge alors en une représentation C-linéaire de sl2(C).
On a alors

−Ωρ = ρ(H)2 + 2ρ(H) + 4ρ(F )ρ(E),

où on rappelle que

H =

[
1 0
0 −1

]
, E =

[
0 1
0 0

]
, F =

[
0 0
1 0

]
.

31



Démonstration. On remarque que l'on a X1 = iH, X2 = E−F et X3 = i(E+F ). D'où,
grâce aux propriétés de ρ, qui est une représentation,

ρ(X1)
2 = −ρ(H)2,

ρ(X2)
2 = ρ(E)2 + ρ(F )2 − ρ(E)ρ(F )− ρ(F )ρ(E),

ρ(X3)
2 = −ρ(E)2 − ρ(F )2 − ρ(E)ρ(F )− ρ(F )ρ(E),

et donc, par dé�nition de Ωρ,

Ωρ = −ρ(H)2 − 2ρ(E)ρ(F )− 2ρ(F )ρ(E).

De plus, on a [E,F ] = H, donc �nalement

−Ωρ = ρ(H)2 + 2ρ(H) + 4ρ(F )ρ(E).

Soitm ∈ N. Reprenons la représentation ρm de sl2(C) dans Pm (espace des polynômes
homogènes de deux variables à coe�cients dans C) que nous avions utilisée dans la partie
2.2. et notons Ωm = Ωρm l'opérateur de Casimir associé. On a déjà vu (proposition 3.3.)
qu'il existe un nombre κm ∈ C tel que

Ωm = −κmI.

Proposition 3.6. On a

κm = m(m+ 2).

Démonstration. Pour tout P ∈ Pm, on a ΩmP = −κmP . Appliquons cela avec le (m+1)-
ème vecteur de la base de Pm que nous avions choisie au paragraphe 2.2.1. :
Pm : (u, v) 7−→ um. On avait calculé, toujours au paragraphe 2.2.1. :

ρm(H)Pm = mPm
ρm(E)Pm = 0.

.

Donc, par la formule de la proposition précédente,

−ΩmPm = (m2 + 2m)Pm.

Ce qui nous permet de conclure que

κm = m(m+ 2).
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3.2 Séries de Fourier sur SU2

A�n d'étudier dans la suite l'équation de la chaleur sur le groupe SU2, il nous faut par-
ler des séries de Fourier sur ce groupe. En e�et, c'est d'abord pour résoudre ce problème
que ces séries ont été introduites, sur R/2πZ (isomorphe à SO2) bien sûr.

Nous avions écrit, dans la partie 1.3.5. (et notamment avec le théorème 1.8.) la dé-
composition en série de Fourier d'une fonction. Regardons ce que cela donne dans ce
cas précis. Nous avons vu, dans la section 2., pour tout m ∈ N, une représentation irré-
ductible πm de SU2 dans Pm. Cet espace peut de plus être muni d'un produit scalaire
hermitien pour lequel cette représentation est unitaire (on a vu cela dans la partie 2.4.).
De plus, toute représentation irréductible de SU2 est équivalente à l'une des πm. On en
déduit que ŜU2 est en bijection avec N. De plus, pour tout m ∈ N, pour toute fonction f
intégrable sur SU2, le coe�cient de Fourier f̂(m) est l'endomorphisme de Pm dé�ni par

f̂(m) =

∫
G
f(x)πm(x−1)µ(dx)

et la série de Fourier de f s'écrit

∞∑
m=0

(m+ 1) tr(f̂(m)πm(x)).

De plus, par le théorème de Plancherel (théorème 1.8.), si f ∈ L2(SU2),

∀x ∈ SU2, f(x) =
∞∑
m=0

(m+ 1) tr(f̂(m)πm(x)),

la convergence ayant lieu au sens de L2, et la formule de Plancherel s'écrit :∫
G
|f(x)|2µ(dx) =

∞∑
m=0

(m+ 1)|||f̂(m)|||2.

Notre objectif est à présent de montrer que la série de Fourier d'une fonction de classe
C2 converge ponctuellement, et même uniformément. Il faut commencer par une première
proposition.

Proposition 3.7. Si f est C2 sur SU2, alors, pour tout m ∈ N,

∆̂f(m) = −m(m+ 2)f̂(m).

Démonstration. Soient m ∈ N et u, v ∈ Pm. Alors,

〈f̂(m)u|v〉Pm = 〈
∫
G
f(x)πm(x−1)uµ(dx)|v〉Pm =

∫
G
f(x)〈πm(x−1)u|v〉Pmµ(dx).
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On pose ϕ : x 7−→ 〈πm(x−1)u|v〉Pm . On a ϕ ∈Mπm et, de même,

〈∆̂f(m)u|v〉Pm = 〈∆f |ϕ〉L2

= 〈f |∆ϕ〉L2 (car ∆ est hermitien)
= −m(m+ 2)〈f |ϕ〉L2 (car ϕ ∈Mπm et par la proposition 3.4.)

= −m(m+ 2)〈f̂(m)u|v〉Pm .

D'où la conclusion cherchée car ceci est valable pour tous u, v ∈ Pm.

Théorème 3.8. Si f est C2 sur SU2, alors

∞∑
m=0

(m+ 1)
3
2 |||f̂(m)||| <∞

et la convergence de la série de Fourier de f est donc uniforme.

Démonstration. Le fait que la convergence de la série
∞∑
m=0

(m + 1)
3
2 |||f̂(m)||| implique

la convergence uniforme de la série de Fourier provient de la proposition VI-6.1. de
Faraut [2], que nous ne détaillerons pas ici. Montrons donc la convergence de cette série :
Par la proposition précédente, pour tout m ∈ N∗,

f̂(m) = − 1

m(m+ 2)
∆̂f(m).

D'où, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

∞∑
m=1

(m+ 1)
3
2 |||f̂(m)||| =

∞∑
m=1

(m+ 1)
3
2

m(m+ 2)
|||∆̂f(m)|||

6

( ∞∑
m=1

(m+ 1)2

m2(m+ 2)2

) 1
2
( ∞∑
m=1

(m+ 1)|||∆̂f(m)|||2
) 1

2

<∞ (car la 2ème série converge par la formule de
Plancherel).

D'où la conclusion par la proposition citée.

3.3 Equation de la chaleur

L'équation de la chaleur sur le groupe SU2 s'écrit

∂u

∂t
= ∆u,

où u est une fonction C2 sur I × SU2 (I est un intervalle de R).
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Nous allons dans cette partie nous intéresser au problème de Cauchy suivant : soit
f une fonction C2 sur SU2. On cherche une fonction u continue sur [0,+∞[×SU2 et de
classe C2 sur ]0,+∞[×SU2 telle que{

∂u

∂t
= ∆u sur ]0,+∞[×SU2,

u(0, x) = f(x) pour tout x ∈ SU2.

3.3.1 Unicité de la solution

Nous allons commencer par montrer qu'une solution au problème de Cauchy énoncé
précédemment, si elle existe, est unique. Pour cela, nous allons nous appuyer sur le
principe du maximum :

Proposition 3.9. Soit T > 0. Soit u une fonction continue sur [0, T ] × SU2 et C2 sur

]0, T [×SU2 telle que
∂u

∂t
= ∆u sur ]0, T [×SU2.

Alors, pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× SU2,

min
g∈SU2

u(0, g) 6 u(t, x) 6 max
g∈SU2

u(0, g).

Démonstration. Soient T0 ∈]0, T [ et ε > 0. On pose alors

uε : (t, x) 7−→ u(t, x) + εt.

Soit à présent (t0, x0) ∈ [0, T0]× SU2 tel que

uε(t0, x0) = min{uε(t, x); (t, x) ∈ [0, T0]× SU2}

(le minimum existe car uε est continue sur [0, T0]×SU2 compact). Montrons par l'absurde
que t0 = 0 :
On suppose que t0 > 0. Alors, on déduit de la dé�nition de (t0, x0) que{

∂uε
∂t

(t0, x0) 6 0 (et même = 0 si t0 < T0)

∆uε(t0, x0) > 0.

Ceci est absurde car

∀(t, x) ∈]0, T [×SU2,
∂uε
∂t

(t, x)−∆uε(t, x) =
∂u

∂t
(t, x) + ε−∆u(t, x) = ε > 0.

Donc t0 = 0. De plus, pour tout x ∈ SU2, uε(0, x) = u(0, x), donc

∀(t, x) ∈ [0, T ]× SU2, uε(t, x) > min
g∈SU2

u(0, g), i.e. u(t, x) > min
g∈SU2

u(0, g)− εt.

Ainsi, par passage à la limite (ε→ 0),

∀(t, x) ∈ [0, T ]× SU2, u(t, x) > min
g∈SU2

u(0, g).

L'autre inégalité s'obtient à partir de celle-ci en changeant u en −u.
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Théorème 3.10. Il existe au plus une solution au problème de Cauchy{
∂u

∂t
= ∆u sur ]0,+∞[×SU2,

u(0, x) = f(x) pour tout x ∈ SU2.

Démonstration. Comme l'équation de la chaleur considérée ici est linéaire, pour montrer
l'unicité de la solution (éventuelle), il su�t de montrer que, si f est constante égale à 0,
alors la seule solution possible pour u est la solution nulle.
Soit donc u solution de {

∂u

∂t
= ∆u sur ]0,+∞[×SU2,

u(0, x) = 0 pour tout x ∈ SU2.

Soit (t, x) ∈ R× SU2. Par la proposition précédente,

min
g∈SU2

u(0, g) 6 u(t, x) 6 max
g∈SU2

u(0, g),

i.e.
u(t, x) = 0.

3.3.2 Expression de la solution

Maintenant que l'on a prouvé l'unicité de la solution, on va pouvoir s'intéresser à
l'existence de celle-ci. On va donner l'expression d'une fonction qui véri�era l'équation
et les conditions initiales, et qui sera donc l'unique solution du problème de Cauchy.

Remarquons tout d'abord que, par ce qu'on a vu dans la partie 3.1., si m ∈ N et si
vm ∈Mm, on a alors

∆vm = −m(m+ 2)vm,

et donc la fonction
um : (t, x) 7−→ e−m(m+2)tvm(x)

véri�e l'équation de la chaleur. La méthode de Fourier consiste ainsi à chercher la solution
du problème de Cauchy sous la forme d'une somme de telles fonctions :

u : (t, x) 7−→
∑
m

e−m(m+2)tvm(x).

Dans ce cas, la condition initiale u(0, .) = f s'écrit∑
m

vm = f.

36



Or, comme on a supposé f de classe C2 sur SU2, on a, d'après la partie 3.2.,

∀x ∈ SU2, f(x) =
∞∑
m=0

(m+ 1) tr(f̂(m)πm(x))

avec une convergence uniforme de la série de Fourier de f .
On pose alors

u : (t, x) 7−→
∞∑
m=0

(m+ 1)e−m(m+2)t tr(f̂(m)πm(x)).

Cette série converge uniformément sur [0,+∞[×SU2, donc u est C∞ sur ]0,+∞[×SU2

et véri�e l'équation de la chaleur. Cette fonction est ainsi l'unique solution du problème
de Cauchy étudié.

Remarque : Sans détailler du tout, précisons quand même que, si f est seulement
continue sur SU2, on peut tout de même donner une expression de la solution du problème
de Cauchy en fonction de ce que l'on appelle le noyau de la chaleur [2] :

H : (t, x) 7−→
∞∑
m=0

(m+ 1)e−m(m+2)tχm(x) (t > 0 et x ∈ SU2),

où, pour tout m ∈ N, χm est le caractère de la représentation πm, dé�ni par χm : g 7−→
tr(πm(g)). La solution du problème de Cauchy est alors

u : (t, x) 7−→
∫
G
H(t, g−1x)f(g)µ(dg) (pour t > 0).
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